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   本文简要介绍广义 Lorenz 系统族。它包括经典的 Lorenz 系统以及 Chen 系统作为两个

特别的情形，而在这两个系统之间存在着无穷多个相关但不拓扑等价的混沌系统。 
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1. Chen 系统 

 

      发现于 1963 年的著名 Lorenz 系统 [1] 可以描述为 

                              { 
�̇� = 𝑎(𝑦 − 𝑥),     
�̇� = 𝑐𝑥 − 𝑥𝑧 − 𝑦,
�̇� = 𝑥𝑦 − 𝑏𝑧,        

                                                                      (1) 

其中 𝑎, 𝑏, 𝑐 是实参数。当 𝑎 = 10, 𝑏 =
8

3
, 𝑐 = 28 时系统处于混沌状态，如图 1 (a) 所示。 

      这个经典 Lorenz 系统在混沌理论、分叉分析及混沌控制与同步领域被广泛研究 [2-4]。

在随后的三十多年里，人们一直在思索：Lorenz系统是否为一个被幸运地发现的孤例，还

是存在其它别的密彻相关的同类型混沌系统？本文报告一些新近发现和研究进展。 

      首先回顾一下历史。Chen 于 1999 年在混沌系统的反控制（或称为混沌化）[5,6] 的研

究中发现了一个新的系统 [7]，被称为 Chen 系统 [8,9]。这个新的系统可以描述为 

                                { 

�̇� = 𝑎(𝑦 − 𝑥),                    

�̇� = (𝑐 − 𝑎)𝑥 − 𝑥𝑧 + 𝑐𝑦,
�̇� = 𝑥𝑦 − 𝑏𝑧,                      

                                                        (2) 

其中 𝑎, 𝑏, 𝑐 是实参数。当 𝑎 = 35, 𝑏 = 3, 𝑐 = 28 时，系统处于混沌状态，如图 1(b) 所示。

这里采用的反控制，就是在 Lorenz 系统中对动力学特性影响最大的第二个方程的右端加

入一个线性控制器 
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                                              𝑢 = 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 + 𝛾𝑧 . 

然后，在 Shilnikov 条件 [10] 下来确定其系数 𝛼, 𝛽, 𝛾 以保证被控系统是混沌的。最后发

现，一个简单的选择是 𝛼 = −𝑎，𝛽 = 𝑐 + 1, 𝛾 = 0，从而得到系统 (2)。  

 

    

 

图 1  两个系统的相图：(a) Lorenz 吸引子； (b) Chen 吸引子 [4] 

 

      Chen 系统 (2) 看上去与 Lorenz 系统 (1) 非常相似。这是很自然的，因为系统 (2) 是从系

统 (1) 演变而来的，因而不但结构上差不多，许多特性一定也是密彻相关甚至是相同的。 

      既然如此，那么 Chen 系统 (2) 有什么新意吗？或者说，它有值得研究的价值吗？ 

      要回答这个问题，当然就要从非线性动力学的角度来看 Chen 系统与 Lorenz 系统有什

么不一样的地方。首先要弄清楚的是，这两个系统等价吗？ 

      在动力系统理论中，两个自治系统光滑等价当且仅当存在一个系统变量的微分同胚 

(diffeomorphism) 变换  𝑓(𝑥, 𝑦, z) → (𝑢, 𝑣, 𝑤)，把一个系统  (𝑥, 𝑦, 𝑧)  变换成另一个系统 

(𝑢, 𝑣, 𝑤)。这时，两个系统除了结构形式看上去不一样之外，它们的动力学性质没有任何

本质上的区别，因而可以认为其实是同一个系统。不过已经证明 [11]，Chen 系统 (2) 和

Lorenz 系统 (1)不是光滑等价的。 

     这里需要注意，在对自治系统的拓扑变换研究中，时间变量 𝑡 ∈ [0,∞) 是不作变换的，

特别是不作反转变换 𝑡 → 𝜏 = −𝑡 的。不然，很多问题会变得毫无意义。例如，一个稳定

的系统，其解收敛于零，就会变成不稳定，其解发散到无穷，因而无从研究（例如，前者

有有界 𝜔-极限不变集而后者没有，甚至不能定义）。 

     当然，我们也可以尝试跳出自治系统的框架来研究上述问题，作适当的变量变换并作

时间反转变换  𝑡 → 𝜏 = − 𝑡，看看会有什么新发现？我们来看一个具体例子 [12]。 

     在 Lorenz 系统 (1) 中取 𝑎 = 0.4, 𝑏 = −1.4, 𝑐 = −0.4，我们得到确定的无参数系统 
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                                          { 
�̇� = 0.4(𝑦 − 𝑥),          
�̇� = −1.4𝑥 − 𝑥𝑧 − 𝑦,
�̇� = 𝑥𝑦 + 0.4𝑧.            

                                                    (3) 

类似地，在 Chen 系统 (2) 中取 𝑎 = −0.4, 𝑏 = 0.4, 𝑐 = 1.0，我们得到 

                                          { 
�̇� = −0.4(𝑦 − 𝑥),   
�̇� = 1.4𝑥 − 𝑥𝑧 + 𝑦,
�̇� = 𝑥𝑦 − 0.4𝑧.        

                                                       (4) 

然后，在系统 (3) 中令 𝑡 → +∞ 但在系统 (4) 中令时间变量 𝑡 → −∞。这时可以发现，两个

系统的解都趋向于同一个有界极限集，并且这个极限集是一个混沌吸引子，如图 2 所示。 

 

 

图 2 系统 (3) 和 (4) 的极限集 (混沌吸引子)  [12] 

 

      这个例子表明两个系统在相反时间极限处“握手”。这一方面揭示了两者的内在联系，

另一方面也说明了两者是不一样的：如果在 Lorenz 系统 (1) 和任何一个与它等价的系统中

分别令 𝑡 → +∞ 和 𝑡 → −∞，容易验证两个极限大相径庭（一个收敛，另一个发散）。 

      两个不等价的系统自然有不等价的动力学行为。但是，Chen 系统 (2) 和 Lorenz 系统 (1) 

毕竟有上述联系。于是，接下来的一个问题就是：它们有什么不同的动力学行为吗？或者

说，有必要把两个系统区别开来加以研究吗？ 

      首先，从图 1 (a)-(b) 中的两个混沌吸引子明显看出，Chen 吸引子比 Lorenz 吸引子复杂

得多。事实上，前者比后者的各种混沌和分叉特性甚至多稳定性都要复杂得多，如图 3 所

示它们的稳定流形 [9]、图 4 所示它们的正反向不变集 [13] 以及图 5 所示它们的拓扑叶状 

(foliation) 结构 [14]。 
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(a) Lorenz 系统                                                     (b) Chen 系统 

图 3 两系统的稳定流形 [9] 

 

(a) Lorenz 系统                                                                (b) Chen 系统 

图 4 两系统的正向反向不变集 (灰色为正向不变集合 t → ∞；红色为反向不变集合 t → −∞) [13] 

 

       

(a) Lorenz 系统                                                                (b) Chen 系统 

图 5 两系统的拓扑叶状 (foliation) 结构 [14] 
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      其次，Lorenz 系统是全局最终有界的，即不管从什么初始点开始，系统的解轨道最终

都落入由下面的球面界定的区域里 [15]： 

                                               𝑥2 + 𝑦2 + (𝑧 − 𝑎 − 𝑐)2 =
𝑏2(𝑎+𝑐)2

4(𝑏−1)
 , 

其中 𝑎 > 0, 𝑏 > 1, 𝑐 > 0。也就是说，Lorenz 系统所有混沌解的轨道最终都落入球面内部

并且不再离开。但是，对 Chen 系统却尚未能找到类似的球面解析表达式，使得严格的理

论证明变得非常复杂和困难。问题出在它们第二个方程中符号相反的两项：−𝑦 和 +𝑐𝑦，

后者具有发散性，给技术处理带来很多麻烦。但是，Chen 系统的全局最终有界性还是可

以证明的，只是条件和手段不太一样。例如，对参数 𝑎 ≥ 𝑏 + 𝑐, 𝑏 > 0, 𝑐 > 0，可以通过

构造复合李雅谱诺夫函数来证明 Chen 系统的全局有界性 [16]。在略为不同的 𝑎, 𝑏, 𝑐 参数

条件下，文献中关于两个系统还有其他一些全局有界性结果。 

      进一步，我们来看看两个系统的耗散性。容易验证，Lorenz 系统 (1) 的散度是 div(L)  =

−(𝑎 + 𝑏 + 1)，在 𝑎 + 𝑏 > −1 条件下它总是负值，与 𝑐 无关。因为混沌的 Lorenz 系统有 

𝑎, 𝑏 > 0 ，这条件自然满足从而系统是全局耗散的。但 Chen 系统 (2) 的散度是 div(C)  =

−(𝑎 + 𝑏 − 𝑐)，因此系统仅在平面 𝑎 + 𝑏 = 𝑐 的一侧是耗散的，由 𝑐 决定。 

      再来看看分叉。Lorenz 系统 (1) 的一个关键分叉参数是 [2]  

                                             𝑐0 = (𝑎 + 𝑏 + 3)/(𝑎 − 𝑏 − 1) , 

而 Chen 系统 (2) 的相应分叉参数是 [17] 

                                             c0 =
1

2
(√17𝑎2 − 6𝑎𝑏 + 𝑏2 − 3𝑎 + 𝑏). 

可以验证 [18]，两系统的 Hopf 分叉曲面分别落在相反的参数区域： 

                            Lorenz 系统：𝑐0 > 𝑎 + 𝑏, 

                               Chen 系统：𝑐0 < 𝑎 + 𝑏. 

      接下来，我们看两个系统的李雅谱诺夫维数。Lorenz 系统 (1) 的李雅谱诺夫维数是 [19] 

                                               dim𝐿 𝐾 = 3 −
2(𝑎+𝑏+1)

𝑎+1+√(𝑎−1)2+4𝑎𝑐
 . 

但是，Chen 系统 (2) 的李雅谱诺夫维数公式，目前还是一个未解决的公开问题。 

      再来比较一下两个系统的独立参数。对 Chen 系统 (2) 作如下的变量及时间变换 [18] 

                               𝑢 =
𝑥

𝑏
 ,    𝑣 =

𝑦

𝑏
 ,    𝑤 =

𝑧

𝑏
 ,    𝜏 = 𝑏𝑡 ,                                    (5) 

可以把 Chen 系统 (2) 变形为 

                                            {
�̇� = 𝛼(𝑣 − 𝑢),                    
 �̇� = (𝛾 − 𝛼)𝑢 − 𝑢𝑤 + 𝛾𝑣
�̇� = 𝑢𝑣 − 𝑤,                      

,                                               (6) 

https://arxiv.org/abs/2006.04066


 

https://arxiv.org/abs/2006.04066 

其中 α = 𝑎/𝑏,  γ = 𝑐/𝑏，从而 𝑏 消失了。这表明 Chen 系统本质上只有 2 个独立参数。比

Lorenz系统少了一个独立参数但却有相同甚至更为复杂的混沌和分叉等动力学行为，显示

了 Chen 系统在动力分析中有某种优越性，也从另一个侧面看出两系统本质上的差异。 

      最后来看看两个系统的物理解释。Lorenz 系统 (1) 的物理背景是熟知的，它是描述热

对流动力系统的一个简化模型，其中 𝑥 描述垂直方向流体速度，𝑦 描述流体温度，𝑧 描述

温度变化梯度，𝑎 是 Prandtl 常数，𝑏 是比例常数，𝑐 是 Rayleigh 数 [1,2]。生成 Chen 系统

的反控制输入是 

                               𝑢 = 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 + 𝛾𝑧 = −𝑎𝑥 + (𝑐 + 1)𝑦 + 0𝑧,  

其第一项加入负的驱动量，而第二项加入正的热通量。第一项调节了 𝑥 的流速，而第二

项则更为关键，它把Lorenz系统原来的负热通量 −𝑦 变成正热通量 +𝑐𝑦，起了一种正向剪

切作用，令自由对流变成了强迫对流。这两个新项的配合，产生了吸引子沿垂直方向迅速

上升下降的激烈运动（可比较 Lorenz 吸引子图 1(a) 和 Chen 吸引子图 1(b)）[20]。 

      值得指出的是，对 Chen 系统 (2) 的研究，其意义远远超出发现这个系统本身。它引出

了广义 Lorenz 系统族、许多 Lorenz-like 系统 [21] 如 T-系统 [22]，以及一些新的研究问题

和方法 [13]。下面进一步讨论广义 Lorenz 系统族及其规范式这个最为密切相关的内容。 

 

2. 广义 Lorenz 系统族和规范式 

 

      首先回顾 Celikovsky和 Vanecek [23] 关于 Lorenz 系统引进的标准型，它把系统中的线

性和非线性两部份分开： 

                            [
�̇�
�̇�
�̇�
] = [

𝑎11 𝑎12 0
𝑎21 𝑎22 0
0 0 𝑎33

] [
𝑥
𝑦
𝑧
] + 𝑥 [

0 0 0
0 0 −1
0 1 0

] [
𝑥
𝑦
𝑧
] .                     (7) 

他们指出， Lorenz 系统 (1) 满足 𝑎12𝑎21 > 0 。容易验证，Chen 系统 (2) 满足 𝑎12𝑎21 < 0。

在这个意义下，两个系统是对偶的。 

2002 年，Lü 和 Chen [24] 发现了一个混沌系统，称为 Lü 系统，它满足 𝑎12𝑎21 = 0，

代表了在 Lorenz 系统和 Chen 系统之间的过渡： 

                                   { 
�̇� = 𝑎(𝑦 − 𝑥),
�̇� = −𝑥𝑧 + 𝑐𝑦,
�̇� = 𝑥𝑦 − 𝑏𝑧.   

                                                                         (8) 

当 𝑎 = 36, 𝑏 = 3, 𝑐 = 20 时，Lü 系统的混沌吸引子如图 6 所示。 
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图 6  Lü 吸引子 [23] 

 

同年，Lü 等人 [25] 构造了一个“统一系统”，作为 Lorenz 系统、Lü 系统和 Chen 系

统之间的光滑连接和过渡： 

                                   { 

�̇� = (25𝛼 + 10)(𝑦 − 𝑥),                          

�̇� = (28 − 35𝛼)𝑥 − 𝑥𝑧 + (29𝛼 − 1)𝑦,

�̇� = 𝑥𝑦 −
1

3
(𝛼 + 8)𝑧,                                 

                                (9) 

其中 𝛼 是实参数。可以通过仿真验证，对于任意的 𝛼 ∈ [0, 1]，系统都处于混沌状态。 

 这个统一系统本质上是 Lorenz 系统和 Chen 系统的凸组合。然而，它代表了由中间无

穷多个混沌系统组成的整个族，而 Lorenz 系统和 Chen 系统是它的两个极端：当 𝛼 = 0 时，

它是 Lorenz 系统；当 𝛼 = 1 时，它是 Chen 系统；当 𝛼 在 0 与 1 之间变化时，所有的系统

都是混沌的。 

      至此，容易意识到，Lorenz 系统并不孤立，应该存在着一大类与之相关的混沌系统。

作为另一个例子，后来 Yang 和 Chen [26] 还构造了如下一个系统，称为 Yang 系统 [27]： 

                                           { 
�̇� = 𝑎(𝑦 − 𝑥),
�̇� = 𝑐𝑥 − 𝑥𝑧,   
�̇� = 𝑥𝑦 − 𝑏𝑧.   

                                                                (10) 

当 𝑎 = 10, 𝑏 =
8

3
, 𝑐 = 16 时，这个系统的混沌吸引子如图 7 所示。 

      如果在 (7) 里看 𝑎11𝑎22 而不是看 𝑎12𝑎21 的话，Lorenz 系统 (1) 满足 𝑎11𝑎22 > 0 ，Chen 

系统 (2) 满足 𝑎11𝑎22 < 0，系统 (10) 满足 𝑎11𝑎22 = 0。在这个意义下，Chen 系统和 Lorenz 

系统也是对偶的。 
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图 7  Yang 吸引子 [26] 

 

     沿着这个方向的思路让 Celikovsky  和 Chen  [28] 归纳出了广义 Lorenz 系统族 (GLS)： 

                           �̇� = [

𝑎11 𝑎12 0
𝑎21 𝑎22 0
0 0 𝜆3

] 𝑥 + 𝑥1 [
0 0 0
0 0 −1
0 1 0

] 𝑥,                                          (11) 

其中 𝑥 = [𝑥1,   𝑥2, 𝑥3]
𝑇，矩阵 𝐴 有实的特征根，满足 Shilnikov 条件： −λ2 > λ1 > − λ3 >

0。容易验证，Lorenz 系统、Chen 系统、Lü 系统和 Yang 系统都属于这个 GLS 系统族。

GLS 称为是非平凡的，如果它至少有一个解不趋于 0 或者无穷或者极限环。 

   随后，他们又进一步把广义 Lorenz 系统族推广到广义 Lorenz 规范式 (GLCF) [29]： 

             �̇� = [

𝜆1 0 0
0 𝜆2 0
0 0 𝜆3

] 𝑧 + (𝜇𝑧) [
0 0 −1
0 0 −1
1 𝜏 0

] 𝑧 ,                                          (12) 

其中 𝑧 = [𝑧1, 𝑧2, 𝑧3]
𝑇，𝜇 = [1, −1, 0]，−λ2 > λ1 > − λ3 > 0，参数 𝜏 ∈ 𝑅。他们证明了，

存在一个非奇异单参数的线性坐标变换 𝑧 = 𝑇𝜏𝑥，把非平凡的 GLS 转化成 GLCF，其中要

求参数 𝜏 > −1。 

   接下来，他们考虑 1 的情形。这时 GLS (11) 并无定义，因此需要稍作调整。 

   首先，对 𝜏 < −1的情形，他们引进了下面的双曲形广义 Lorenz 系统 (HGLS) [30]: 

                           �̇� = [

𝑎11 𝑎12 0
𝑎21 𝑎22 0
0 0 𝜆3

] 𝑥 + 𝑥1 [
0 0 0
0 0 1
0 1 0

] 𝑥 ,                                              (13) 

其中 𝑥 = [𝑥1,   𝑥2, 𝑥3]
𝑇，−λ2 > λ1 > −λ3 > 0。HGLS (13) 称为是非平凡的，如果它至少有

一个解不趋于 0 或者无穷或者极限环。 

      虽然 HGLS (13) 和 GLS (11) 的差别仅在第二个矩阵中一个 “1” 的正负号，但是这个差

别很重要，令它们不能归纳到同一种规范形式之中。其中，GLS (11) 的第二个矩阵具有特

征根 {0, ±𝑗} 而 HGLS (13) 相应的特征根为 {0, ±1}；在这个意义下，(13) 称为是双曲形的。 
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      至此，带有参数 𝜏 ≠ −1 的 GLS (11) 和 HGLS (13) 可以统一如下：  

                           �̇� = [

𝑎11 𝑎12 0
𝑎21 𝑎22 0
0 0 𝜆3

] 𝑥 + 𝑥1 [
0 0 0
0 0 −sgn(𝜏 + 1)
0 1 0

] 𝑥 ,                         (14) 

其中 𝑥 = [𝑥1,   𝑥2, 𝑥3]
𝑇，−λ2 > λ1 > −λ3 > 0。    

      最后来考虑 𝜏 = −1 的情形。这时 GLCF (12) 可以从另一种形式来定义 [29]，并且它等

价于 Shimidzu-Morioka 系统 [31]： 

                                             

{
 
 

 
 

 

𝑑𝑥

𝑑𝜃
= 𝑦,                       

𝑑𝑦

𝑑𝜃
= 𝑥(1 − 𝑧) − 𝛼𝑦

𝑑𝑧

𝑑𝜃
= −𝛽𝑧 + 𝑥2,        

， 

其中  𝜃 = 𝑡√−𝜆1𝜆2  ，α = −
λ1+λ2

√−λ1λ2 
，𝛽 = λ3/√−λ1λ2 。 

      上面把所有参数综合起来的 GLCF 本质上是按照系统的代数结构来定义的，而前面所

有提到过的混沌系统都是它的特例。它只有一个参数，满足  −∞ < 𝜏 < +∞。在这个

GLCF 中，Lorenz 系统满足 0 < 𝜏 < +∞，Lü 系统满足 𝜏 = 0，Chen 系统满足 −1 < 𝜏 < 0，

Shimidzu-Morioka 系统满足𝜏 = −1，双曲形广义 Lorenz 系统 HGLS 满足−∞ < 𝜏 < −1。

这也从另一个角度反映了，Lorenz 系统、Lü 系统和 Chen 系统彼此并不等价。另外可以证

明，只要满足 −λ2 > λ1 > −λ3 > 0，这个 GLCF 是 Shilnikov 意义下混沌的 [32]。 

      广义 Lorenz 规范式 GLCF 可以用来对与经典 Lorenz 系统相关的一大族不同的混沌系统

进行分类，如表 1 所示。GLCF 的详细总结和动力学分析可以在 [4] 中找到。 

 

表 1：GLCF 等价系统及其分类 

GLCF 等价系统和一些特殊系统 

𝜏 ∈ (−∞,−1) 双曲形广义 Lorenz 系统 HGLS 

𝜏 = −1 Shimidzu-Morioka 系统 

𝜏 ∈ (−1, 0)  广义 Lorenz 系统 GLS 且 𝑎12𝑎21 < 0；Chen 系统 

𝜏 = 0 广义 Lorenz 系统 GLS 且 𝑎12𝑎21 = 0；Lü 系统 

𝜏 ∈ (0,∞) 广义 Lorenz 系统 GLS 且 𝑎12𝑎21 > 0；Lorenz 系统 
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      沿着相同的路线，Yang 等人 [33]引进了完全 Lorenz 标准型 (CLCF)： 

                         �̇� = [

𝜆1 0 0
0 𝜆2 0
0 0 𝜆3

] 𝑧 + 𝜇 𝑧 [

0 0 sign(𝜏)
0 0 sign(𝜏)

−𝑎12
2 ∆ − 𝜉 𝜉 0

]            (15) 

其中  𝑧 = [z1,   𝑧2, 𝑧3]
𝑇，𝜇 = [1, −1, 0]， 𝜉 = 𝑎12

2 √∆ (𝑎22 − 𝜆1)， ∆ = [tr(A)]2 − 4 det (A)，

𝐴 = [
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

]。这个标准型由 𝜏 和 𝜉 两个参数来刻画，包含了 Lorenz系统、Chen系统和

Lü 系统，及其称为共轭系统的情形。CLCF (15) 称为是非平凡的，如果它至少有一个解不

趋于 0 或者无穷或者极限环。 

   类似地，CLCF (15) 也可以用来对与 Lorenz 系统 (1) 相关的一大族不同的混沌系统进行

分类，如表 2 所示。因为 𝜏 = 0 的情形是平凡的，故此没有列出。 

 

表 2：CLCF 等价系统及其分类 

𝜏 𝜉 等价系统 特殊系统 

 

 

 

𝜏 < 0 

𝜉 ∈ (−∞,−𝑎12
2 ∆)  

 

 

GLS 

 

𝜉 = −𝑎12
2 ∆   

𝜉 ∈ (−𝑎12
2 ∆, 0) Lorenz 系统 

𝜉 = 0 Lü 系统 

𝜉 ∈ (0,+∞) Chen 系统 

 

 

 

𝜏 > 0 

𝜉 ∈ (−∞,−𝑎12
2 ∆)  

 

 

CLTS 

共轭 Chen 系统 

𝜉 = −𝑎12
2 ∆ 共轭 Lü 系统 

𝜉 ∈ (−𝑎12
2 ∆, 0) 共轭 Lorenz 系统 

𝜉 = 0  

𝜉 ∈ (0,+∞)  
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