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摘   要 

低密度校验码以其低复杂度的迭代译码算法和可逼近信道容量限而成为目前最佳

的编码技术之一，越来越受到众多编码研究学者的关注。本文在对低密度校验码现有理

论的研究基础上，系统地分析了低密度校验码在删除信道下的纠错性能和度序列设计、

低密度校验码的围长设计和快速编码设计等编码设计问题，获得了一些研究成果，主要

概括为： 

1. 系统地阐述了低密度校验码基于图模型的编译码思想，介绍了密度进化理论，

对影响低密度校验码纠错性能的两个主要因素——度序列设计和围长设计进行

了深入分析； 

2. 阐述了应用于删除信道下的纠删码基本原理，介绍了两类标准的 RS 码类纠删

码，重点分析了具有线性时间编码和恢复算法的渐近好码—级联型低密度纠删

码，分析了正则度分布的阈值，对正则低密度校验码在删除信道下的纠错性能

进行了仿真，从理论上证明了基于 -正则度序列的低密度纠删码都不是

渐近最优码 ，同时还分析了非正则低密度校验码的度序列设计，基于右

边正则序列提出了一种改进型右边正则序列，证明了此序列为渐近拟最优的，

对基于几类现有典型度分布序列的级联型低密度纠删码进行了模拟仿真及性能

分析； 
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3. 研究了现有的具有较大围长的低密度校验码设计方法，提出了一种新的构造具

有较大围长的正则低密度校验码方法并对其在高斯信道下的纠错性能进行了仿

真，提出了渐进边增长算法的改进算法，使采用改进后的算法构造的低密度校

验码能够严格满足给定的度序列分布； 

4. 对低密度校验码的快速编码问题进行了深入研究，指出了旋风码和重复累积码

能够达到线性编码的原因及其与可快速编码的低密度校验码之间的关系，提出

了两种可线性编码的低密度校验码的构造方法并对其在高斯信道下的纠错性能

进行了仿真。 

 

关键词：  低密度校验码  删除信道  图模型  度分布序列  围长  高斯信

道  快速编码 
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ABSTRACT 

Low-density parity-check codes come to be one of the best coding technologies because 
of their low-complicity iterative decoding algorithm and capacity approaching performance, 
and they attract more and more researchers’ eyes in recent years. In this dissertation, the basic 
principles of the coding and decoding of LDPC codes are studied systematically, and some 
code-design problems such as the design of degree distribution sequences, the design of girths 
and the design of efficient encode-able LDPC codes are analyzed in detail. Based on all these 
efforts, some positive results are obtained and summarized as follow: 

1. The coding and decoding ideas of low-density parity-check codes on graphs are 
systematically summarized, and the density evolution theory is introduced. The two leading 
factors on the performance of LDPC codes, i.e. the degree distribution sequences and the 
girths of these codes, are analyzed in detail; 

2. The principles of Erasure codes used under Binary Erasure Channels are summarized 
and Erasure codes which belong to standard classes of RS codes are introduced with emphasis 
on cascaded low-density erasure codes with linear time encoding and erasure recover 
algorithms.Thresholds of regular degree distributions are analyzed. It is shown that low-density 
erasure codes based on -regular sequences of degree distribution are not close to 
optimal .Two pares of irregular degree distribution sequences are introduced and a pare 
of improved right regular sequences of low-density erasure codes are presented, It is testified 
that the new sequences are asymptotically quasi-optimal. In the meantime, simulations of 
cascaded low-density erasure codes based on a few types of special sequences of degree 
distribution available are given, together with performance analyses on these codes. 
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3. The available design methods of LDPC codes with large girth are introduced and a 
new construction of regular LDPC codes with large girth is brought along with its realization 
algorithm, and the performances of the LDPC codes generated by this method are analyzed 
and simulated under AWGN channels. Improved Progressive Edge-Growth algorithm is 
presented by which the LDPC codes generated can satisfy the given degree distribution 
strictly. 

4. The efficient encoding problem of LDPC codes is discussed in detail, and the reasons 
that Tornado codes and repeat accumulate codes are linear encode-able and the relationships 
between them and efficient encode-able LDPC codes are presented. Two constructions of 
linear encode-able LDPC codes are brought up and their performances under AWGN 
channels are simulated.  
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第一章    绪   论 1

第一章 绪  论 
 

本章首先简要介绍了数字通信系统及信道模型，回顾了信道编码理论与技术的发展

历程，然后概述了低密度校验码的提出、发展和研究现状，最后总结了作者在攻读硕士

学位期间的研究工作，给出了全文的内容安排。 

 

 

1.1 数字通信系统与信道模型 
 

1.1.1 数字通信系统 

通信系统的基本目的在于将信息由信源高效、可靠、有时还需安全地传送到信宿。

有扰通信信道中的噪声会不可避免地对传输信息产生不同程度的干扰，从而可能降低通

信可靠性。所以通信系统设计的核心问题就是在存在随机噪声的信道中如何克服干扰，

减小信息传输的差错，同时又不降低信息传输的效率，即如何解决系统的有效性与可靠

性之间的矛盾。一般地，通信系统的可靠性用误比特率（BER）来衡量，其有效性则用

信息传输速率R比特/信道符号来衡量。早期的人们普遍认为[1]：通信系统的可靠性与有

效性之间是一对不可调和的矛盾，一方的改善总是以牺牲另一方为代价，并指出当功率

受限时，在有扰通信信道上实现任意小错误概率的信息传输的唯一途径就是把信息传输

速率降低至零。Shannon信息和编码理论的奠基性论文“通信的数学理论”于 1948 年发

表之后[2]，改变了这一观点。他首次阐明了在有扰信道上实现可靠通信的方法，指出实

现有效而可靠地信息传输的途径就是通过编码。根据Shannon的信息理论，数字通信系

统的基本组成如图 1.1 所示[3][4][5]。 

信源 信源编码器 信道编码器 数字调制器 

信

道

信源译码器 信道译码器 数字解调器 

调制信道

编码信道

图 数字通信系统模型1.1

信宿

干

扰 

 

 

 

 

 

 

 

 

Shannon的信息理论从通信系统的整体最佳化来研究信息的传输和处理。比特是一

种通用的信息表示形式，它本身并不依赖于信源或信道特征。这就允许我们分别设计图

1.1 所示的两个阶段的信息处理，即信源编码和信道编码。Shannon不失最佳性地证明了

这种分离性[2][3]。 
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1.1.2 信道模型 

  图 1.1 中的信道部分只是信息传输所通过媒介的一种抽象，实际的信道是多种多样

的，如电缆、光缆、存储设备、甚至我们所处的实际空间及外太空等等。对于通信系统

设计者来讲，了解系统中信道的特性是必需的。根据信道的输入输出的取值连续与否可

以将其分为离散信道、连续信道和离散输入/连续输出信道；根据信道统计特性是否随时

间改变可以将其分为平稳信道和非平稳信道；根据信道的输出之间是否具有相关性可将

其分为记忆信道和无记忆信道；根据信道的特性对输入端是否具有对称性可以将其分为

对称信道和非对称信道。实际应用中所涉及到的信道大多都是离散输入的平稳无记忆对

称信道，下面给出几种常用的编码信道模型[4][5][6][7]。 

二进制对称信道（BSC）：输入为二值变量 0、1，输出也为二值变量 0、1，且传

输过程中发生错误（输入为 0 输出为 1 或输入为 1 输出为 0）的概率与输入无关； 

二进制删除信道（BEC）：输入为二值变量 0、1，输出或为输入的二值变量 0、

1，或为删除 ，且通常传输过程中不同输入被删除的概率相同； E
二进制输入高斯信道（BIAWGN）：输入为二值变量，输出为连续变量，且信道中

的加性噪声为服从 2(0, )N σ 的高斯随机变量。 

图 1.2 至图 1.4 给出了以上三种信道的模型图。 

p(0|1) 
p(1|0) 

p(0|0)

p(1|1)1 1 

0 0 

图 1.2 二进制对称信道（BSC）

q

1-q
0 0

q
E

1-q 1 1

图 1.3 二进制删除信道（BEC） 

y0 
 
 

1 

( | 0)P y

( |1)P y

图 1.4 二进制输入高斯信道（BIAWGN）
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1. 2 信道编码理论及其发展 
 

图 1.1 中的信道编译码部分是以特定的控制手段，引入适量冗余比特，以克服信息

在传输过程中受到的噪声和干扰影响。根据 Shannon 提出的信道编码定理，对任意一个

平稳离散无记忆有噪声信源，都有一个固定的量，称之为信道容量，记做C 。只要信息

的传输速率低于信道容量，就必然存在一种编码方法，使得信息出现差错的概率随码长

的增加趋于任意小；反之，当信息传输速率超过信道容量时，则不存在这样的编码方

法。这就是著名的信道编码定理，它给出了特定信道上信息传输速率的上确界。 

定理 1.1（信道编码定理）：任意离散输入无记忆平稳信道存在信道容量 ，对预

期的任一数据速率 和任一错误概率 ，有可能设计一对编译码器，以保证该

信道中速率为 的数据传输具有小于 的译码错误概率。 

C
R C< 0p >

R p
信道编码定理指出，在有扰信道中，只要信息传输速率小于信道容量，就有可能实

现任意可靠的信息传输。这个存在性定理提醒我们可以实现以接近信道容量的传输速率

进行通信。但遗憾的是该定理采用的是非构造性的证明方法，其中并没有给出逼近信道

容量的码的具体编译码方法。 

Shannon 在信道编码定理的证明中引用了三个基本条件，即： 

(1)、采用随机的编码方式； 

(2)、码字长度趋近于无穷大； 

(3)、译码采用最佳的最大似然译码。 

一般可将信道编译码器所使用的纠错码从性能上分为坏码和好码。所谓坏码是指只

有将码率降至零才能使误码率为任意小的编码方式；而好码又可以分为当误码率任意小

时，码率逼近信道容量限的非常好码和码率可达到的非零最大值小于信道容量限的一般

好码。虽然 Shannon 指出一个随机选择的码以很高的概率为好码，但随机码的最大似然

译码的复杂度往往与码长呈指数关系，即在误码率随码长趋于无穷而趋向于零的同时，

译码复杂度以指数增长，而在实际应用中，只能够使用以码长多项式的时间和空间复杂

度内完成编译码的纠错码，因而尽管一般的随机码是好码，但不能看作是实用码。 

自信道编码定理提出以来，如何构造一个逼近信道容量限的实用好码成了众多研究

学者竟相研究的课题，并逐渐形成信息论的一个重要分支——信道编码理论。五十多年

来，人们构造实用好码的探索基本上是按照 Shannon 所引用的基本条件的后两条为主线

展开的。虽然从理论上讲，除了目前已知的码外，几乎所有的码都是好码，但到目前为

止，构造出真正意义上的实用好码还有较长的距离。虽然如此，通过众多学者，特别是

有关数学和信息论学术界的研究人员五十多年的共同努力，目前已经取得了很多成果。

下面对其进行简要概述。 

纠错码 [5][8]从构造方法上可分为分组码（Block Codes）和卷积码（Convolutional 

Codes）两大部分。在分组码方面，第一个分组码是 1950 年发现的能纠正单个错误的
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Hamming码；在整个 50 年代，基于代数理论又发现了多个短码长的分组码，如 1954 年

Golay发现的Golay码以及Reed和Muller发现的RM码，Prange在 1957 年发现的循环码

等。最有意义的是Bose和Ray-Chaudhuri在 1960 年及Hocuenghem在 1959 年分别独立发

现的能纠正多个错误的BCH码，以及Reed和Solomon在 1960 发现的非二进制RS码。实

际上，BCH码可以看作是某个RS码的子域子码，而RS码又可以看作是BCH码的特例。

其后发现的分组码主要有 1970 年的Goppa码和 1982 年发现的代数几何码。在所有这些

分组码中，除了Goppa码和代数几何码中存在个别达到GV限的渐进好码外，其它均不是

好码。分组码的译码主要采用基于代数的硬判决译码。 

卷积码最早由 Elias 提出，早期被称为树码（Tree Codes），现在称为格图码

（Trellis Codes）或卷积码。卷积码具有动态格图结构，可用有限状态机来描述其状态。

由于缺乏有效的理论研究工具，对卷积码的有效研究成果不是很多，目前性能好的卷积

码的构造方法主要借助于计算机搜索来获得。卷积码的译码一般采用概率译码，由于译

码算法的简单、实用和易于实现，卷积码被广泛应用于实际中。 

1966 年，Forney 将分组码和卷积码结合起来，提出了级联码（Concatenated 

Codes）的概念。级联码一般采用 RS 码作为外码，卷积码作为内码。Forney 的研究表

明，级联码在性能得到较大改善的情况下，其译码复杂度并不显著增加。 

根据对接收信号处理方式的不同，纠错码的译码可以分为硬判决译码和软判决译

码。硬判决译码是基于传统纠错码观点的译码方法，解调器首先对信道输出值进行最佳

硬判决，再将判决结果送入译码器，译码器根据解调器的判决结果，利用码字的代数结

构来纠正其中的错误。而软判决译码则充分利用了信道输出的波形信息，解调器将匹配

滤波器输出的一个实数值送入译码器，由于实数值包含了比硬判决更多的信道信息，译

码器能够通过概率译码充分利用这些信息，从而获得比硬判决译码更大的编码增益。 

总之，尽管随机码是理论上的好码，但由于其编码实现的困难性和无法承受的译码

复杂度而只被用做理论分析的工具，在信道编码定理和后来的许多编码理论成果中，代

数编码理论始终占据了主导地位，使得传统的信道编码技术受到临界速率（Critical 

Rate），也称做截止速率（Cutoff Rate） 的限制0R [4]。 

1993 年Turbo码[9][10]的提出被看作是信道编码理论研究的重要里程碑。Berrou等人将

卷积码和随机交织器相结合，同时采用软输出迭代译码来逼近最大似然译码，取得了超

乎寻常的优异性能，并一举超越了截止速率，直接逼近Shannon提出的信道容量限。

Turbo码是一种信道编码理论界梦寐以求的可实用非常好码，它的出现标志着信道编码

理论研究进入了一个崭新的阶段。Turbo码成功的根本原因在于其实现方案中长码构造

的伪随机性是核心，它通过随机交织器对信息序列的伪随机置换实现了随机编码的思

想，从而为Shannon随机编码理论的应用研究奠定了基础。 

随着Turbo码的深入研究，人们重新发现Gallager早在 1962 年提出的低密度校验码
[11][12]（Low Density Parity-Check Codes，简称LDPC码）也是一种具有渐进特性的非常好
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码，它的译码性能同样可以逼近Shannon信道容量限[13][14][15][16]。由于LDPC码具有在中

长码长时超过Turbo码的性能，并且具有译码复杂度更低，能够并行译码及译码错误可

检测等特点，成为目前信道编码理论的研究热点。研究表明，Turbo码只是LDPC码的一

个特例[17][18][19]，两者都是基于图构造的低密度码，译码算法具有等价性，从而使两者在

基于图模型的编译码研究中得到了统一。 

 
 

1.3 低密度校验码的提出、发展和现状 
 

1962 年，Gallager在他的博士论文中提出了二元正则LDPC码，也被称做Gallager码
[11]。Gallager证明了这类码具有很好的汉明距离特性，是满足GV限的渐进好码，在计算

树上进行 （ 为码长）次后验概率迭代译码可以获得依码字长度指数降

低的比特错误概率，但限于当时的计算能力，LDPC码被认为不是实用码，在很长一段

时间内没有受到人们的重视。 

log(log( ))I N∝ N

1981 年，Tanner在他的一篇奠基性的文章中正式提出了用图模型来描述码字的概

念，从而将LDPC码的校验矩阵对应到被称为Tanner图[20]的双向二部图上。采用Tanner图

构造的LDPC码，通过并行译码可以显著地降低译码复杂度。Tanner还仔细分析了最小

和算法（Min-Sum Algorithm）与和积算法（Sum-Product Algorithm）两种信息传递算

法，证明了基于有限无环Tanner图的最小和译码算法与和积译码算法的最优性。但

Tanner图在实际当中是采用随机图构造的，其中不可避免地存在小环路现象，这些小的

环路会造成译码信息的重复传递，使译码过程中的消息之间不满足独立性假设，影响了

迭代译码算法的收敛性。 

Turbo码的发现重新引发了众多学者对LDPC码的研究兴趣。MacKay和Neal利用随机

构造的Tanner图研究了LDPC码的性能，发现采用和积译码算法的正则LDPC码具有和

Turbo码相似的译码性能，在长码时甚至超过了Turbo码[16][21]，这一结果引起了信道编码

界的极大关注。此后，Davey和MacKay从减少Tanner图上小环路的概念出发提出了基于

的LDPC码( ), 2GF q q > [22][23]，进一步提高了LDPC码的译码性能。 

在MacKay和Neal重新发现LDPC码优异性能的同时，Spielman和Sipser提出了基于二

部扩展图的扩展码[24][25][26][27]。在对扩展码的研究中，他们证明了一个随机构造的Tanner

图以很大的概率为好的扩展图，而由好的扩展图构造的线性纠错码是渐进好码，从而证

明了采用随机Tanner图构造的LDPC码以很大概率是渐进好码。Luby等人将采用非正则

Tanner图构造的扩展图用于删除信道，称之为Tornado码[28][29]。由于采用了非正则的

Tanner图，Tornado码具有更大的扩展性和更好的收敛性，纠删性能更强。此后，采用优

化度序列设计的非正则Tanner图被用于构造LDPC码，称为非正则LDPC码，与正则

LDPC码相比，非正则LDPC码的性能得到显著的提高[30][31][32][33][34]。 
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同时，Wiberg结合Turbo码和网格图的研究，将Tanner 图推广到包含隐含状态变量

的因子图（Factor Graph）[19][22][35]，对Turbo码和LDPC码的研究在因子图的基础上得到

统一。Wiberg对因子图的研究发现，对任意给定系统，无环图的状态复杂度是最大的，

有环图的状态复杂度则会大大降低，从而证明了基于有环Tanner图的LDPC码具有较低

的译码复杂度。Wiberg同时还证明了最小和算法和和积算法在本质上的同一性，在格图

译码中，最小和算法退化为Viterbi译码算法，和积算法退化为BCJR译码算法。 

近两年，Richardson等人应用密度进化理论来测度LDPC码的性能[32][36]。Richardson

等人在对LDPC码的研究中发现，译码信息的迭代传递过程中存在着译码阈值现象，即

当信噪比大于译码阈值时，迭代译码可使误码率趋于零，反之无论采用多长的LDPC

码，经过多少次迭代译码，总存在一定的错误概率。应用中心极限定理，Richardson等

人证明了有限随机有环图的译码阈值可以逼近无环图的译码阈值。通过建立在无环图上

的密度进化理论，可以精确地计算无环图上LDPC码的译码阈值，分析其译码收敛条

件，从而近似估算有环Tanner图上LDPC码的性能。研究表明，译码阈值的大小与LDPC

码的构造参数密切相关，采用优化度序列设计的非正则LDPC码可以有效地改善阈值，

因此密度进化理论可以用于指导LDPC码的优化设计。 

Chung等通过对密度进化理论的研究，进一步提出了应用高斯逼近原理来简化译码

阈值计算和收敛性分析，从而使测度LDPC码性能的模型由多参数动态系统的密度进化

理论模型简化为单一参数动态系统的高斯逼近模型[30][33]。 

 
 

1.4 本文主要研究工作和内容安排 
 

作者结合国家和陕西省自然科学基金、“适合中国的 4G 及后 3G 中关键技术研究”

（与三星公司合作）及国家自然基金委和香港科技局联合资助项目等科研课题，采用理

论分析和仿真相结合的方法，对 LDPC 码的理论进行了深入研究，取得了一些成果。全

文共六章，其余章节安排如下。 

第二章系统地阐述了 LDPC 码基于 Tanner 图的编译码原理，分析了 LDPC 码的各项

参数指标对其性能的影响，给出了合理的解释；第三章分析了正则 LDPC 码在删除信道

下的理论性能，证明了 正则码都不是渐进最优码，介绍了几种非正则的度序列分

布函数，提出了一种改进型的右边正则度序列分布函数并对相应 LDPC 码在删除信道下

的性能进行了仿真；第四章介绍了围长对 LDPC 码性能的影响，提出了一种构造具有较

大围长的正则 LDPC 码设计方法；第五章对 LDPC 码的快速编码实现进行了分析，构造

了两种可实现线性编码的 LDPC 码并对它们在高斯信道下的性能进行了仿真；最后对全

文的主要内容和成果进行了总结，并指出了进一步研究的问题和需要做的工作。 

( ,2 )d d
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第二章 LDPC 码的编译码原理 

 

本章系统地概述了 LDPC 码的定义及其 Tanner 图表示，基于图结构阐述了 LDPC 码

的译码思想，并给出了 LDPC 码在几种常见信道下的译码算法，随后介绍了密度进化理

论并对影响 LDPC 码性能的几个因素进行了分析，指出了优化方向，最后对本章进行了

总结。 

 

 

2.1 LDPC 码的定义及其 Tanner 图表示 
 

2.1.1 LDPC 码的定义及其描述 

一个码长为 、信息位个数为 的线性分组码可以由一个生成矩阵 来定义，信

息序列 通过 G 被映射到码字

n k k n×G

1 k×s = ⋅x s G 。线性分组码也可以由一个一致校验矩阵

来等效描述，所有码字均满足( )n k nH − ×
T⋅ =x H 0。校验矩阵的每一行表示一个校验约束

，其中所有非零元素对应的码元变量iz jx 构成一个校验集，用一个校验方程表示；校验

矩阵的每一列表示一个码元变量参与的校验约束，当列元素不为零时，表示该码元变量

参与了该行的校验约束。码元变量与校验方程之间的关系称为结构。下面主要对二元

LDPC 码进行讨论。 

LDPC 码是一种线性分组码，它的名字来源于其校验矩阵的稀疏性，即校验矩阵中

只有数量很少的元素为“1”，大部分都是“0”。Gallager 最早给出了正则 LDPC 码的定

义，具体来讲正则 LDPC 码的校验矩阵H满足下面三个条件： 

(1)、H的每行有 ρ个“1”； 

(2)、H的每列有λ个“1”， 3λ ≥ ； 

(3)、与码长和H矩阵的行数相比， ρ和λ都很小。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

图 2.1 (20,3,4)LDPC 码的校验矩阵 
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矩阵 的每列各自包含H λ 个“1”，表示每个码元变量受到相同数目的校验约束；每

行也各自包含 ρ个“1”，表示每个校验方程对相同数目的码元变量进行校验约束；由于

ρ和λ 都很小，校验矩阵 具有很低的“密度”，因此由校验矩阵 所确定的码称为

LDPC码。Gallager证明了当

H H
3λ ≥ 时，这类码具有很好的汉明距离特性[11][22]。正则LDPC

码通常用 ( , , )n λ ρ 来表示，其中 为码长， n λ 和 ρ  的含义不变，图 2.1 给出了一个

正则LDPC码的校验矩阵。 (20,3,4)
当校验矩阵 各列（行）中“1”的个数不全相同时，就得到了非正则LDPC码H

[28][29][31][34][37][38][39][40][41]。非正则LDPC码通常用度序列分布函数来表示，我们会在给出

LDPC码的Tanner图描述之后具体介绍非正则LDPC码的度序列表示。 

 
2.1.2 LDPC 码的 Tanner 图表示及非正则 LDPC 码 

设一个 ( , , )n λ ρ 正则 LDPC 码 具有校验矩阵C ,( )i j m nH h ×= ，则其相应的 Tanner 图

模型可以表示为一个二部图。其中码字向量 1 2( , , )nx x x=x L 表示为一组变量节点

{ , 1,2, }jx j = Ln ，分别对应于校验矩阵的各列，而校验约束则表示为一组校验节点

，对应于校验矩阵的各行。仅当{ , 1,2, }iz i m= L , 1i jh = 时，变量节点 jx 与校验节点 之

间有一条边相连，节点

iz

jx 与 之间互称邻接节点，其间的连接边称为两个节点的邻接

边。对于

iz
( , , )n λ ρ 正则 LDPC 码，每个变量节点与λ 个校验节点相连，称该变量节点的

度为λ ；每个校验节点与 ρ个变量节点相连，称该校验节点的度为 ρ，度表示与节点相

连的边的数目。图 2.2 给出了图 2.1 所示的校验矩阵对应的 Tanner 图结构。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
图 2.2 (20,3,4)LDPC 码的 Tanner 图表示 

对于非正则 LDPC 码，相应的 Tanner 图中各变量节点或校验节点的度并不相同，通

常用序列 1 2{ , , }
ldλ λ λL 和 1 2{ , , }

rdρ ρ ρL 来表示其中边的度分布，其中 jλ 表示与度为

的变量节点相连的边占总边数的比率，

j

iρ 表示与度为 i的校验节点相连的边占总边数的

比率， 和 分别表示变量节点和校验节点的最大度数。显然应有 及

，即部分之和等于全部。这里之所以用边的度分布，而不用节点的度分布来

ld rd
1

1vd
jj

λ
=

=∑
1

1cd
ii

ρ
=

=∑
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描述 LDPC 码是因为 LDPC 码的译码采用的是基于置信传播（Belief Propagation）的软

输出迭代译码算法（Soft Output Iterative Decoding Algorithms），如和积译码算法

（Sum-Product Algorithm）,在译码过程中，信息的传递是在边上进行的，采用边的分布

来描述 LDPC 码有助于分析其在给定译码算法下的实际性能和理论性能的上下界。 

边的度分布序列可以用多项式来表示，即： 
1

1
( ) ld j

jj
x xλ λ −

=
= ∑       (2-1) 

1
1

( ) rd i
ii

x xρ ρ −
=

= ∑       (2-2) 

满足 及
1

(1) 1ld
jj

λ λ
=

= =∑ 1
(1) 1rd

ii
ρ ρ

=
= =∑ 。 

  正则 LDPC 码可以看作是非正则 LDPC 码的特例，例如对于 正则 LDPC
码，相应边的度分布多项式分别退化为

( ,3,4)n
2( )x xλ = 和 3( )x xρ = 。 

设一个 LDPC 码对应的 Tanner 图中边的总数为 ，根据边的度分布多项式可以得

到度为 的变量节点个数为

E
j /j jv E jλ= ，度为 i的校验节点个数为 /i ic E iρ= ，则变量节

点和校验节点的总数分别为： 
1

1 1 0
/ (l ld d

j jj j
n v E j E xλ λ

= =
= = =∑ ∑ ∫ )dx

)dx

    (2-3) 

1

1 1 0
/ (r rd d

i ii i
m u E i E xλ ρ

= =
= = =∑ ∑ ∫     (2-4) 

当校验矩阵满秩时，通过度分布多项式 ( )xλ 和 ( )xρ 构造的非正则 LDPC 码的码率

为： 
1

0
1

0

( )
( , ) 1

( )

x dxn mR
n x dx

ρ
λ ρ

λ

−
= = − ∫

∫
     (2-5) 

对于校验矩阵非满秩的情况，实际的码率要比 ( , )R λ ρ 略高一些。 

 

 

2.2 LDPC 码的译码 
 

2.2.1 LDPC 码的译码思想 

下面介绍LDPC码通用的一类译码算法，即所谓的消息传递算法（Message Passing 

Algorithms ） 消 息 传 递 算 法 是 一 种 迭 代 译 码 算 法 （ Iterative Algorithms ）
[16][17][19][20][22][36][42][43][44]，它的名字来源于其运行机制，在该算法的每一轮迭代过程中，

关于各个节点的置信消息需要在变量节点和校验节点之间传递。例如由变量节点向校验

节点传递的消息是基于变量节点对应的码元变量经过信道后的观察值和由邻接的校验节
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点在上一次迭代过程中传递过来的消息联合计算的，其中需要特别注意的是由某个变量

节点 v 向校验节点 所传递消息的计算中不包含在上一次迭代中由校验节点 传递给变

量节点 的消息，对由校验节点向变量节点传递的消息也有同样情况。 

c c
v

一类比较重要的消息传递算法称做置信传播算法（Belief Propagation Algorithm）， 

该算法在 Gallager 的博士论文中有具体的描述，也经常在人工智能（Artificial 

Intelligence）等领域内使用。在置信传播算法中，各个节点之间传递的信息是概率或置

信信息，比如由变量节点 传递给校验节点 c 的信息是 v 取某些特定值的概率信息，该

信息的具体取值依赖于 的观测值和其它所有与 相连的校验节点（除 c 以外）在上一

轮迭代中传递给 v 的置信信息，同样由 c 传递给 的信息也是 取某些特定值的概率信

息，该信息的具体取值依赖于其它所有与 相连的校验节点（除 v 以外）在上一轮迭代

中传递给 的置信信息。 

v
v v

v v
c

c
置信传播算法的迭代公式是在独立性假设（Independence Assumption）下推导得到

的，这里仅考虑码元取自 的情况。设某个二值随机变量(2)GF x取值为 0、1 的概率分

别为 和 ，为了使所传递的消息中能够同时包含( 0rP x = ) )( 1rP x = x的两个取值概率信

息，通常两者的一个函数变量来表示该信息，如概率差 ( 0) ( 1x r rP x P x )∆ = = − = 、概率

比 或者对数似然比( ) ( 0) / ( 1)r rL x P x P x= = = ( ) ln[ ( 0) / ( 1)]r rLLR x P x P x= = = ，这些函

数变量称做量度（Metric）。可以证明，不同量度下推导得到的迭代公式是等价的，这

里仅给出对数似然比量度下的公式推导[45][46][47]。 

设 x为满足均匀分布的二值随机变量，即 ( 0) ( 1) 1/r rP x P x 2= = = = ， 为y x经过信

道后的观测值，根据 Bayes 规则有： 
( 0 | ) ( 0, ) / ( )( | ) ln ln
( 1| ) ( 1, ) / ( )
( | 0) ( 0) ( | 0)ln ln
( | 1) ( 1) ( | 1)
( | )

P x y P x y P yLLR x y
P x y P x y P y
P y x P x P y x
P y x P x P y x

LLR y x

= =
= =

= =
= = =

= =
= = =

=

   (2-6) 

根据独立性假设，若 1 2, , dx x xL 为互相独立的二值随机变量， 是1, dy yL 1 2, , dx x xL

经过无记忆信道后的观测值，则有： 

1 2 1 1
( , , | , ) ( | )d

d d ii
LLR x x x y y LLR x y

=
= i∑L L    (2-7) 

考虑两个二值随机变量 1x 和 2x ， 和 为1y 2y 1x 、 2x 经过信道后的观测值，则： 

1 2 1 2
1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 2 2 1 1 2

1 1 2 2 1

( 0 | , )( | , ) ln
( 1| , )
( 0, 0 | , ) ( 1, 1| , )ln
( 0, 1| , ) ( 1, 0 | , )
( 0 | ) ( 0 | ) ( 1| ) ( 1|ln
( 0 | ) ( 1| ) ( 1|

P x x y yLLR x x y y
P x x y y
P x x y y P x x y y
P x x y y P x x y y
P x y P x y P x y P x y
P x y P x y P x

⊕ =
⊕ =

⊕ =
= = + = =

=
= = + = =
= = + = =

=
= = + =

2 )

1 2 2) ( 0 | )y P x y=
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1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1

1

( | ) ( | )

( | ) ( | )

( | ) ( | ) ( | ) ( | )

( | ) ( | ) ( | ) ( | )

( | )

(

1ln

( 1)( 1) ( 1)( 1)ln
( 1)( 1) ( 1)( 1)

11
ln

LLR x y LLR x y

LLR x y LLR x y

LLR x y LLR x y LLR x y LLR x y

LLR x y LLR x y LLR x y LLR x y

LLR x y

LLR x

e
e e
e e e e
e e e e

e
e

++
=

+
+ + + −

=
+ + − −
−

+
=

−
−

2 2

1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

( | )

| ) ( | )

( | ) ( | )

( | ) ( | )

( | ) ( | )

( | ) ( | )

1
1 1
1 11
1 1

1 tanh( / 2) tanh( / 2)ln
1 tanh( / 2) tanh( / 2)

LLR x y

y LLR x y

LLR x y LLR x y

LLR x y LLR x y

LLR x y LLR x y

LLR x y LLR x y

e
e

e e
e e

e e
e e

−
⋅

+ +
− −− ⋅
+ +

+ ⋅
=

− ⋅

   (2-8) 

现在考虑多个二值随机变量 1 2, , kx x xL 的情况，设 为1 2, , ky y yL 1 2, , kx x xL 经过信

道后得到的观测值，则将(2-8)式推广即可得到： 

1
1 2 1 2

1

1 tanh( ( | ) / 2)
( | , , ) ln

1 tanh( ( | ) / 2)

k
i ii

k k k
i ii

LLR x y
LLR x x x y y y

LLR x y
=

=

+
⊕ ⊕ ⊕ =

−
∏
∏

L L   (2-9) 

利用(2-7)式和(2-9)式便可推导出置信传播算法的迭代公式。设发端为二进制等概信

源，即每个发送符号取 0 和 1 的概率均为 1/2，发送码字为 1 2{ , , } (2)n
nx x x GF= ∈x L ，

经过信道传输之后在接收端得到的码序列为 1 2{ , , } n
ny y y Fy= ∈y L ，对不同的信道输

出，集合 yF 的含义有所不同。首先，根据信道观测值 计算每个码元变量的后验概率信

息，即

y
( |j j )jf LLR x y= ；在之后的每一轮迭代中，每个校验节点 i根据(2-9)式计算出相

应的对数似然信息 并传递给相邻的变量节点 ；每个变量节点 也根据(2-7)式计算出

相应的信息 并传递给相邻的校验节点 i，其中 l 为迭代次数。 

l
ijQ j j

l
ijR

通常，用 ( )M j 表示与变量节点 相连的所有校验节点所构成的集合，j ( ) \M j i表示

( )M j 中除去其中的校验节点 后剩下的集合；用 表示与校验节点 相连的所有变量

节点构成的集合， 表示 中除去其中的变量节点 后剩下的集合，则相应的

迭代公式可表示为： 

i ( )N i i
( ) \N i j ( )N i j

1
( )\

0,
0,

jl
ij l

j kjk M j i

f l
Q f R −

∈
l
=⎧⎪= ⎨ + >⎪⎩ ∑     (2-10) 

( )\

( )\

1 tanh(
ln

1 tanh(

l
ikk N i jl

ij l
ikk N i j

Q
R

Q
∈

∈

+
=

−

/ 2)

/ 2)
∏
∏

    (2-11) 

注意到(2-11)式还可以写做： 

( )\
tanh( / 2) tanh( / 2)l

ij ikk N i j
R

∈
= lQ∏     (2-12) 
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可以发现第一个迭代公式主要采用求和运算，而第二个迭代公式则主要采用乘积运

算，因此置信传播算法也被称作和积译码算法（Sum-Product Algorithm）。图 2-3 给出

了和积译码算法在 Tanner 图上的具体描述。 

 

ijQ        iz

 

ijR   
jx   

jf  

  )}(,:{ iNkjkxk ∈≠)}(,:{ jMkikzk ∈≠   

图 2.3 LDPC 码的译码算法示意图

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.2.2 BIAWGN 信道下的算法描述 

在 BIAWGN 信道下，由信道编码器产生的码字序列 1 2{ , , , } (2)n
nx x x GF= ∈x L 通

常需要经过 BPSK 调制，即经过映射0 1 得到,1→+ → −1 }~,,~,~{~
21 nxxx L=x

∈
，然后才送入

信道，并在接收端得到接收序列 。根据 BIAWGN 信道的特性可

以得到： 
1 2{ , , , } n

ny y y R=y L

njnxy jjj ,,2,1~ L=+=     (2-13) 

其中 为服从in 2(0, )N σ 的一维高斯随机变量，因此可以推知： 

2

2

)1(

2

)1(

/2

2
1

2
1

ln

)1(
)1(

ln
)1~|(
)1~|(

ln

)|1~(
)|1~(

ln
)|1(
)|0(

ln

2

2

2

2

σ

σπ

σπ

σ

σ

jy

y

jj

jj

jj

jj

jj

jj

j

j
j

y

e

e

ynP
ynP

xyP
xyP

yxP
yxP

xP
xP

f

j

j

==

+=

−=
=

−=

+=
=

−=

+=
=

=

=
=

+
−

−
−

y
y

    (2-14) 

BIAWGN 信道下和积译码算法的整个流程如下： 
i、 初始化：对所有变量节点根据(2-14)式计算 jf ，对所有 赋初值 ； l

ijQ l
ij jQ f=

ii、 迭代： 
水平步骤：根据式(2-11)，对所有校验节点 ( 1,i i m)= L ，计算 ；  l

ijR
垂直步骤：根据式(2-10)，对所有变量节点 ( 1,j j n)= L ，计算 ； l

ijQ
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iii、 判决与终止迭代：每次迭代结束后对所有变量节点计算
j

lQ 并做硬判决，其

中
j

lQ 计算公式为： 

( )
l
j j k M j

Q f R
∈

= + l
kj∑     (2-15) 

判决规则为： 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<
>

=
01
00

l
j

l
j

j Q
Q

x      (2-16) 

若判决序列 },,,{ 21 nxxx L=x  满足方程 0Hx =⋅ T ，则停止迭代并输出判决结果，

否则继续迭代至最大迭代次数 。 maxl
 
2.2.3 BSC 信道下的算法描述 

理论上讲，LDPC 码在 BSC 信道下的译码可以直接采用和积译码算法，它与

BIAWNG 信道下和积译码算法的不同之处仅在于初始化公式，设 BSC 信道的转移概率

为 ，某个二值随机变量p x 经过 BSC 信道输出的二值变量为 ，当y 1y = 时有

，当( | ) ln ln(1 )LLR x y p p= − − 0y = 时有 ( | ) ln(1 ) lnLLR x y p p= − − ，初始化公式可

写做： 
ln ln(1 ), 1
ln(1 ) ln , 0

j
j

j

p p y
f

p p y
− − =⎧

= ⎨ − − =⎩
     (2-17) 

在实际应用中，由于 BSC 信道是硬判决信道，人们总希望有一种合适的、低复杂度

的硬判决译码算法。相应的算法有很多，这里仅介绍由 Gallager 提出的一种。 
设发端发送的码字序列为 1{ , , } (2)n

nx x GF= ∈x L ，在接收端接收到的序列为

，则 BSC 信道下 LDPC 码的硬判决译码算法流程如下： 1{ ,, , } (2)n
ny y GF= ∈y L

i、 初始化：所有变量节点赋初值 j jf y= ，对所有 赋初值 ； l
ijQ l

ij jQ = f

)
ii、 迭代： 

水平步骤：对所有校验节点 ( 1,i i m= L ，按照下式计算  l
ijR

 1
( )\

l
ij ikk N i j

R lQ −
∈

= ∑      (2-18) 

垂直步骤：对所有变量节点 ( 1,j j n)= L ，按照下式计算  l
ijQ

1( ) \ l
kjl

ij
j

b k M j i R
Q

f

−∀ ∈⎧⎪= ⎨
⎪⎩

若对 ，恒有 = ；

其它情况。

b
  (2-19) 

iii、 判决与终止迭代：每次迭代结束后对所有变量节点按下式计算
j

lQ 并做判

决： 

( )
(1 2 ) (1 2 )l

j j k M j
Q f

∈
= − × + − × l

kjR∑    (2-20) 

判决规则为： 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<
>

=
01
00

l
j

l
j

j Q
Q

x      (2-21) 
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若判决序列 },,,{ 21 nxxx L=x  满足方程 0Hx =⋅ T ，则停止迭代并输出判决结果，

否则继续迭代至最大迭代次数 。 maxl
 

2.2.4 BEC 信道下的算法描述 

类似于 BSC 信道，BEC 信道下 LDPC 码的译码也可以直接采用其在 BIAWGN 信道

下的译码算法，下面先从和积译码算法出发，通过针对其在 BEC 信道下的分析推导出

相应的硬判决算法。 

在 BEC 信道下，和积译码算法的初始化公式应更新为： 
0

0
1

j

j j

j

y
f y E

y

⎧+∞ =
⎪= =⎨
⎪−∞ =⎩

    (2-22) 

现在考虑消息的更新过程。对于消息 的更新公式(2-12)，由于等式的右边为若干

双曲正切函数的连乘，且双曲正切函数具有下列性质： 

l
ijR

1
tanh( ) 0 0

1

x
x x

x

+ = +∞⎧
⎪= =⎨
⎪− = −∞⎩

    (2-23) 

故只要 使得 ，等式(2-12)的右边边为 0，相应的必有 ；

而对于消息 的更新公式(2-10)，当 时，等式右边为连加，只要其中有一项为非

0，相应的 就为无穷（注意根据 BEC 信道的特性，公式(2-10)的右边不可能同时出现

和 ）。 

( ) \k N i∃ ∈ j 1 0l
ikQ − = 0l

ijR =
l
ijQ 0l >

l
ijQ

∞+ ∞−

通过上面分析，可以得到 BEC 信道下 LDPC 码的译码算法流程为： 

i、 初始化：所有变量节点根据接收值赋为 0、1 或删除 ，所有校验节点赋初

值 0； 

E

ii、 直接恢复：对所有变量节点，若某一变量节点未被删除，则将该节点的接收

值（模二）加到所有与其相连的校验节点上，并从原先的二部图中移去该变

量节点和所有与该变量节点相连的边； 

iii、 迭代恢复：若剩下的二部图中存在有度为 1 的校验节点，则唯一与其相连的

变量节点的值就等于该校验节点的值，这样就恢复出来一个被删除的变量节

点，然后再从二部图中去掉恢复出的变量节点及其相连的边，重复替代恢复

操作直至所有的变量节点都被恢复出来或剩下的二部图中不存在度为 1 的校

验节点。 

图 2.4 给出了该算法的译码流程。可以看出，整个译码过程实际上是在二部图上去

边的一个过程，而二部图的稀疏性则可以保证该算法具有线性的复杂度。值得一提的是

Luby 于 2001 年首次提出该算法时，并没有从和积译码算法的角度出发。 
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完全恢复

迭代终止

图 2.4 LDPC 码在删除信道下的译码流程

 

 

2.3 LDPC 码的性能分析 
 

2.3.1 LDPC 码的度序列设计及密度进化理论 

Gallager 虽然证明了正则 LDPC 码是渐进好码，但分析发现正则码在和积译码算法

下并不能完全逼近 Shannon 限。1997 年，Luby 针对删除信道给出了一个惊人的结果，

即非正则 LDPC 码的性能优于正则 LDPC 码；接着，Richardson 等针对 AWGN 信道从理

论上证明了基于和积译码算法的非正则 LDPC 码优于正则 LDPC 码。虽然是否存在以任

意接近信道容量的速率进行可靠传输的 LDPC 码仍然是一个非常重要的公开问题，人们

已构造出许多非常接近 AWGN 信道容量和任意接近删除信道容量的非正则 LDPC 码。 

给定一对度序列分布函数 ( )xλ 和 ( )xρ ，就定义了一个满足度分布的LDPC码码集，

为了从理论上分析该码集的平均性能，Richardson等人提出了密度进化理论（Density 

Evolution Theory）[32][46]，下面进行简要介绍。 

假定在每一轮迭代中，每个节点接收到的消息之间统计独立，由于信道的输出值是

一些满足一定概率分布、互相独立的随机变量，整个译码过程实际上是求解一个以多个

随机变量为自变量的复杂函数，因此如果能够等够跟踪译码过程中消息的概率密度的变

化，则可以从理论上确定一个给定的 LDPC 码在独立性假设下采用和积译码算法所能够

达到的纠错性能。 

考虑和积译码算法中的(2-12)式，为便于分析，通常将该计算式变换到对数域

（Log-Domain）中。由于函数 tanh( )x 的取值可正可负，而负数不能做真数进行对数运

算，因此需要对函数 tanh( )x 的符号单独跟踪。令 γ 为一个从实数域 ( , 到域

上的映射，该映射定义如下： 

)−∞ +∞

2 (0, )F × +∞
))2/|tanh(|ln),(sgn()( xxx −≡γ     (2-24) 
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其中  
1 0

sgn( )
0 0

x
x

x
<⎧

= ⎨ ≥⎩

易知 ( )xγ 是一个双射函数，因此它的逆函数 1( )xγ − 存在，且满足 
( ) ( ) ( )xy x yγ γ γ= +      (2-25) 

则(2-12)式可以等效变换为： 
1

( )\
( (l

ij ikk N i j
R γ γ−

∈
= ))lQ∑     (2-26) 

至此可以看出，在和积译码算法中，只有加法操作和γ 函数运算及其逆运算，而根

据概率知识可知若 为某个加群G 中的 个独立随机变量，其概率密度函数均为1, dv vL d
f ，令 1 dv vχ = + +L ，则随机变量 χ 的概率密度函数则应为 f 的 次卷积，记做d

df ⊗ 。现在我们来推导译码过程中消息概率密度的演化。 
设 f 、 和 分别为初始消息lg lh jf 及消息 和 的概率密度函数，并设变量节点

的度数为 ，则由(2-10)式可得到传递给变量节点 的消息

l
ijR l

ijQ j
d j 1l

ijQ + 的概率密度函数为： 
( 1)

1
d

l lh f g⊗ −
+ = ⊗      (2-27) 

通常假设 LDPC 码对应的 Tanner 图是随机构造的，图中每条边与度为 的变量节点

相连的概率为

d

dλ ，与度为 的校验节点相连的概率为d dρ ，则消息 的期望概率密度

函数应为： 

1l
ijQ +

( 1)
1 ( ) ( )d

l l d ld
h f g f gλ λ ⊗ −

+ = ⊗ = ⊗ ∑    (2-27) 

对消息 ，需要考虑(2-24)式中定义的函数l
ijR ( )xγ ，设 x为域 ( , )−∞ +∞ 上的随机变

量，其概率密度函数为F ， ( )FΓ 为随机变量函数 ( )xγ 的概率密度函数，则消息 的期

望概率密度函数应为： 

l
ijR

1 1( ( ( ))) ( ( ( )) )d
l l d ld

g f fρ ρ− −= Γ Γ = Γ Γ ( 1)⊗ −∑   (2-28) 

综合(2-27)式和(2-28)式，就得到： 

1
1 ( ( ( ( ))))lh f flλ ρ−
+ = ⊗ Γ Γ     (2-29) 

式(2-29)就是密度进化理论的递归计算式。利用密度进化理论，可以求得具有确定

度序列分布函数的 LDPC 码在和积译码算法下能够实现可靠传输的渐进阈值，反过来，

也可以利用密度进化理论来优化 LDPC 码的度序列设计，从而获得具有更大渐进阈值的

度序列函数。  

上面仅仅介绍了密度进化理论的简单推导，并没有给出其具体实现方案，如没有给

出函数 的表达式。事实上，密度进化理论模型是一个多参数的动态系统，在复杂信道

上的应用非常困难，Chung等通过对密度进化理论的研究，进一步提出了应用高斯逼近

Γ
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原理[33][48]来简化译码阈值计算和收敛性分析，从而将密度进化理论模型简化为单一参数

动态系统的高斯逼近模型，这里不再赘述。 

 

2.3.2 LDPC 码的围长设计 

在推导和积译码算法和密度进化理论的过程中，我们都假定所传递的消息之间是统

计独立的，即满足独立性假设，而对于给定的度序列分布，大部分 LDPC 码在码长为有

限时都不能满足该假设。下面分析消息之间的非独立性对 LDPC 码性能的影响以及减弱

或消除该影响的方法。 

每一个 LDPC 码都有相应的 Tanner 图表示。可以证明，当相应的 Tanner 图为无环

图（树图）时，译码过程中所传递的消息之间必然满足独立性假设。但人们通过分析发

现，无环 Tanner 图对应的 LDPC 码由于不具有良好的距离谱分布，其纠错性能往往没有

有环 Tanner 图对应的 LDPC 码好；而当图中存在有长度为 的环路时，译码过程中传

递的消息则只在前 l 轮迭代内满足独立性假设，相应的密度进化理论也只在前 l 轮迭代内

对消息概率密度的分析是准确的。为了研究环的存在对译码性能的影响，人们提出了围

长的概念。所谓围长（Girth），是指一个 LDPC 码所对应的 Tanner 图中所有环的最小

长度，该值至少为 4 且必为偶数。下图给出了一个长度为 4 的环的例子。 

2l

 

1 1

1 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

L L L L L

L L L

L L L L L

L L L

L L L L L

L L L

L LL

图 2.5 4 环环路在校验矩阵和 Tanner 图中的表示

L

 

 

 

 

 

由于和积译码算法在通过消息传递来降低每个变量节点的模糊程度的过程中，前几

轮迭代是最有效的，人们通常希望LDPC码的围长尽可能的大，从而使相应的Tanner图

中不存在长度较小的环，以保证最初几轮迭代中的消息满足独立性假设。例如，在

Gallager给出的正则LDPC码的定义中增加一条：(4)、 的任意两列在共同的行上的”1”

的个数至多为 1，就可以消除相应Tanner图中长度为 4 的环。除此之外，众多研究学者

从代数构造和启发式搜索等各种方法出发，提出了许多具有较大围长的正则及非正则

LDPC码的构造方法

H

[49~60]，这里不一一介绍，仅给出一个正则LDPC码围长上限的理论分

析。 
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若一个 ( , , )n λ ρ 正则 LDPC 码的围长为 ，则对相应 Tanner 图中的任意一个变量节

点而言，图中所有与该节点最短距离不超过

2l

1l − 的节点（包括变量节点和校验节点）以

及它们之间相连的边必然构成一个深度（Depth）为 1l − （这里设根节点的深度为 0）的

树图，该树图的根节点度数为λ，所有深度为奇数的节点（均为校验节点）均有 1ρ − 个

子节点，同样所有深度为偶数的节点（均为变量节点）均有 1λ − 个子节点，这些节点各

不相同。现在考虑该树图中的变量节点个数：深度为 0 的变量节点个数为１，深度为 2

的变量节点个数为 ( 1)λ ρ − , 深度为 4 的变量节点个数为 2( 1) ( 1)λ ρ λ− − ，依次类推，可

以得到总共的变量节点个数为： 

1 1
2 2

' 1 1( 1)
1 1

l l

D Dn
D D

ρ

+ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦− −

= + −
− −

   (2-30) 

其中 ( 1)( 1D )λ ρ= − − 。 

显然，该树图作为整个 Tanner 图的子图，其中变量节点的个数必然不超过整个

Tanner 图的变量节点数n，即有： 

'n n≤      (2-31) 

结合(2-30)式和(2-31)式，可得到： 

( 1)2 4 log ( )
1D

D nl
D

ρ
ρ

2⎢ ⎥− +
≤ +⎢ ⎥− +⎣ ⎦

   (2-32) 

若考虑该树图中的校验节点个数或以任意一个校验节点为根节点的树图，可以推导

出类似的围长上限。由(2-32)式可知，围长上限的数量级为 。 logD n

 

 

2.4 本章小结 
 

本章系统地阐述了 LDPC 码的基本编译码原理，给出了 LDPC 码在常见信道下的译

码算法，简要介绍了密度进化理论，并对影响 LDPC 码性能的两个主要因素——度序列

函数和围长进行了分析。需要注意的是，基于密度进化理论的度序列设计和围长设计都

是针对 LDPC 码采用置信传播算法译码所能达到的性能而言的，相应的理论分析结果只

有在码长趋于无穷时才能完全与实际相符。如今，有关 LDPC 码的有限长分析已经成为

一个研究的热点。 
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第三章 删除信道下的 LDPC 码 

 

本章首先阐述了纠删码的基本概念及其发展，介绍了 LDPC 码在删除信道下所能达

到性能的理论分析，进而从理论上证明了在删除信道下，所有的 -正则 LDPC 码

都不是码率逼近信道容量限的非常好码，然后介绍了几类码率能够逼近信道容量限的非

正则 LDPC 码度序列设计，并基于右边正则 LDPC 码的度序列给出了一种改进型右边正

则度序列设计，最后对这些码在删除信道下的纠错性能进行了仿真，给出了本章总结。 

( ,2 )d d

 

3.1 纠删码及其发展 
 

3.1.1 删除信道和纠删码 

绪论部分已经给出了删除信道的定义及其模型，它与其它信道有着明显的不同。在

一般的通信系统中，前向纠错码纠正的错误所在的位置事先通常是不知道的，而当系统

中的信道为删除信道时，错误的数据被遗弃，丢失的数据在数据流中的位置是知道的，

这样的错误纠正起来相对容易些。 

删除信道在实际通信系统中是很常见的，如在互联网中进行的多点传输

（Multicast）和广播传输（Broadcast）[61][62][63]。当网络公司要通过互联网对众多用户有

效地传送大容量的数据（如大型软件、图像等），一般都会使用多点传输或广播传输。

为保证传输的可靠性，同时有尽可能小的网络开销及支持众多各类用户的随机访问，当

用户请求传输的数据丢失时，可以采用ARQ（Automatic Repeat Request）技术，即重传

丢失的数据，但这种方法很容易造成网络过载和阻塞现象，严重时会致使网络瘫痪
[64][65][66][67]。为了解决这一问题，已经提出了随机发送、本地恢复、分层恢复等新技术

来有效地提高数据传输的可靠性和避免网络阻塞，但有可能导致大的时延，这一点在大

容量数据的实时传输中是不可接受的。为了克服基于重传带来的缺点，许多研究者将基

于纠删码的前向纠错（FEC，Forward Error Correcting）技术用于可靠的多点传输
[68][69][70][71][81][82][83]。 

k
编码算法

n

信道传输

译码算法

k

'n

 

 

 

 

 

 

 

 图 3.1 纠删码的基本原理图 
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纠删码的基本原理如上图所示，要传输的 k 个源数据包经过编码得到 个数

据包后发送出去，在接收端，若接收方收到足够数量的数据包，就可以运用适当的译码

方法来重构 个源数据包。严格来讲，几乎所有的纠错码都可以用做纠删码，但如何设

计一种纠删能力强、编译码速度快、同时满足大容量数据实时可靠传输的纠删码则是一

个比较困难的问题。根据纠错码理论，对[ , 线性分组码，只要其中的删除错误不

超过 个，就可以通过适当的算法将删除错误全部恢复；而如果一个线性分组码从接

收到的 个编码数据包中的任意 个都能够恢复出所有的删除错误，则称此码关于恢复

删除错误为最优码。 

(n n k> )

k

, ]n k d
1d −

n k

定理 3.1 给出了最优码的充要条件。 

定理 3.1[69][71]：设G 为一 线性纠删码C 的生成矩阵，则 为最优码的充要条

件为 的任意 列组成的子矩阵 均可逆。 

( , )n k C
G k G'
证明：设c'为由源数据 生成的码字 的任意 个分量组成的向量，G'为这 个分

量对应的G 中各列构成的子矩阵，若C 为最优码，则由c'可以恢复出源数据 ，即存在

矩阵 满足 

x c k k
x

M
=x c'M      (3-1) 

而根据码的结构有 
=c' xG'              (3-2) 

故有 
= = ⇒x c'M xG'M G'M I=    (3-3) 

即得矩阵 可逆； G'
反过来，若矩阵 可逆，则有 G'

=
⇒ =
⇒ =

-1 -1

-1

c' xG'
c'G' xG'G'

x c'G'
     (3-4) 

故由 可以恢复出源数据 。＃ c' x
对有限域 （ 为素数， 为正整数），有下面引理： ( )rGF p p r
引理 3.1[72]：设C 为 上的 ( , 线性分组码，则当且仅当其生成矩阵的任意

列线性无关时， 为最大距离可分（MDS）码。 

( rGF p )

)

)n k
k C

由定理 3.1 和引理 3.1，可以得到下面定理： 

定理 3.2： 上的 线性纠删码为 MDS 码，当且仅当利用接收到的任意

个数据包可以重构源数据包。 

( rGF p ( , )n k
k

因此，最优线性纠删码为最大距离可分（MDS）码。 
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3.1.2 RS码类纠删码[72] 

RS码的全称是Reed-Solomon码，它是由I.S.Reed和G.Solomon在 1960 年提出的一种

纠错能力很强的多进制BCH码，是一类典型的代数几何码。由于RS码是极大距离可分

码，因此可以用做最优纠删码。在RS码类纠删码中，比较常用的是范德蒙码

（Vandermonde Code）[71]和柯西码（Cauchy Code）[73]。 

范德蒙码：若纠删码的生成矩阵 k n×G 满足 (T
ijg )=G ，其中 1j

ij ig x −= ，

( r
i )x GF p∈ （ 为素数， 为正整数），则称该纠删码为范德蒙码。 的任意 列组

成的子方阵 G' 的转置矩阵 为范德蒙矩阵，若

p r G k
( )TG' ( 1,2,i )x i k= L 互不相同，则

( ) 0T ≠G' ，从而 0≠G' ，即G 的任意 列线性无关，所以这样得到的矩阵满足最优纠

删码生成矩阵的特性。 

k

柯西码：设 和1 2{ , , }mX x x x= L 1 2{ , , }nY y y y= L 为有限域 F 中的两个元素集，若

(1)、对 和i X∀ ∈ j Y∀ ∈ ，有 0i jx y+ ≠ ；(2)、对 , {1,2, }(i j m i j)∀ ∈ ≠L 有 i jx x≠ 和对

有 ，则称矩阵, {1,2, }(i j n i j∀ ∈ ≠L ) jiy y≠ ( )m n ijc× =C 为有限域 F 上的柯西矩阵，其

中 。然后设 为有限域1/( )ij i jc x y= + m mI × F 上的单位阵，则称以矩阵 为生成

矩阵的纠删码为柯西码，下面引理可以保证柯西码为最优纠删码。 

( | )=G I C

引理 3.2[72]：设 为某一有限域上的柯西矩阵，则 的任意子方阵均可逆。 C C
需要指出，尽管范德蒙码和柯西码具有强大的恢复删除能力，它们在编译码过程中

都要用到矩阵运算，因此具有较高的复杂度。其中范德蒙码的编码时间复杂度为

，译码时间复杂度高于 ，而柯西码的编译码时间复杂度均为 。Elias

已经证明删除信道的信道容量为1

2( )O n 2(O n ) 2( )O n
p− ，且随机线性码可在删除信道下以任意不超过信道

容量的速率传输，其编译码时间复杂度分别为 和  2( )O n 3( )O n
 

3.1.3 低密度纠删码（LDEC，Low Density Erasure Code） 

当LDPC码在Turbo码提出之后被重新发现和推广时，人们迅速将它应用到了删除信

道，称做低密度纠删码。1997 年，Luby等人基于LDEC采用级联的方式给出了一种能以

任意接近删除信道容量的速率传输的线性时间复损码（Loss-Resilient Codes）——级连

型低密度纠删码[28][29]，该类纠删码具有线性编译码时间复杂度，更适合实际应用，进一

步的研究说明在大文件的可靠多点传输中复损码比基于RS码的纠删码更有效。 

复损码的构造如下：设码 有 个信息比特位和( )C B k (0 1)kβ β< < 个校验比特位，

该码所对应的二部图 的左边集有 个节点（称做信息比特节点），右边集有B k kβ 个节

点（称做校验比特节点），分别对应码 的 个信息比特位和( )C B k kβ 个校验比特位，且

二部图 通常为稀疏图，其结构与 LDPC 码所对应的 Tanner 图相似，其中的信息比特节

点和校验比特节点分别对应于 Tanner 图中变量节点和校验节点。 型码的编码方式

B
( )C B
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如图 3.2 所示，每个校验比特位等于二部图 中和该校验比特节点相连的所有信息比特

的模二和。 

B

 

 

 

 

 

 

 

若设 型码的所有校验比特位的值均已

删除信道下的译码算法进行，不同的是在初始

值，而对于校验比特位有删除的情况，也只需要

二部图上进行译码即可。 

( )C B

图 3.2 C(B)型码编码的二

现在考虑将若干个 型码（分别为

其中码 有

( )C B (C B
( )iC B ikβ 个信息比特位和 1i kβ + 个校验

的信息比特位。适当选取m使得1( iC B + ) 1m kβ +

特位、码率为1 β− 的传统纠删码（如柯西码）

码。复损码在编码时由前向后依次对码 和

依次对码 和码 进行译码。可以计算出该

( )iC B
C ( )iC B

1

0

m i
i

k kR
n kβ β+

=

= =
+∑

图 3.3 复损码的二

信息比特 
校

M  M

 

 

 

 

 

 

 

本质上讲，复损码的编译码算法的核心是求

均稀疏时，相应方程组中每个方程平均包含的变

码速度，而它的局限性是为保证所有的删除错误

大于源数据个数 （即为需付出的代价）。对于k
定理 3.3[28]：对任意码率 和任意小的正数R

能以大概率和 ( ln(1/ ))O n ε 的运行时间从 (1 )(R−
y4=x2+x4+x5+x8
y3=x2+x3+x6+x7
y2=x1+x4+x6+x8
y1=x1+x3+x5+x7
x8

x7

x6

x5
x3

x4
x2

x1
知，则相应的译码即可按照 LDPC 码在

化步骤中所有校验比特节点应赋其接收

在除去被删除的校验比特节点后的剩余

部图表示

， ，L， ）级联起来。0 ) ) )1(C B ( mC B
比特位，码 的校验比特位就是码( )iC B
≈ k ，然后再将一个有 1m kβ + 个信息比

C 与码 级联，就最终得到了复损

码C 进行编码，而译码时则是从后向前

复损码的码率 为： 

( mC B )

R

2
1

/(1 )m k
β

β+
= −

−
   (3-5) 

部图结构示意框图 

验比特

M
L

传

统

纠

删

码

M

解一个线性方程组，当每一个二部图

量个数很少，因此能够获得很快的编译

都被恢复，正确接收到的数据量必须略

复损码，Luby 给出了下面定理。 

iB

0ε > ，若码长 足够大，必存在复损码n
1 )ε− 的随机损失率中恢复出源数据。 
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3.2 删除信道下的密度进化理论 
 

3.2.1 密度进化理论的直接描述[46] 

第二章给出了一般信道下 LDPC 码的密度进化理论。对于一般信道，信道输出的变

量所满足的概率分布函数往往比较复杂，甚至即使借助计算机也难以计算出密度进化理

论的最终迭代结果，而对于删除信道，由于信道的输出只有 0、1 和 E，在对数似然比量

度下译码过程中所传递的信息要么是±∞，要么是 0。根据删除信道的特性，可以不失

一般性地假设每次发送的码字均为全 0 码字，这样消息的取值就具有二值性（ +∞和

0），于是消息取值的概率密度函数变得非常简单，只需要用一个参数就可以表示，式

(2-29)中的卷积运算也相应地可以简化为普通的四则运算。 

设 LDPC 码边的度序列分布函数分别为 1( ) i
ii

x xλ λ −=∑ 和 1( ) i
ii

x xρ ρ −= ∑ ，信道

的删除概率为 ，在第 l 轮迭代译码操作中，由变量节点向校验节点传递的消息 为 0

的概率为 ；由校验节点向变量节点传递的消息 为 0 的概率为

。若变量节点的度数为 d ，由(2-10)式可以推知，第 轮迭代中只有当

p l
ijQ

( 0) lpl
ijP Q = = l

ijR
( 0)l

ij lP R q= = 1l +

jf 和所有的 均为 0， 才能为 0，故l
kjR 1l

ijQ + 1l
ijQ + 为 0 的概率为： 

1
1( 0)l

ij l lP Q p p q 1d+ −
+= = = ⋅      (3-6) 

而一条边与度数为 的变量节点相连的概率为d dλ ，则在整个 Tanner 图上消息 1l
ijQ + 为 0

的概率为： 
1

1( 0) (l
ij l d l ld

P Q p p q p qλ λ+
+= = = ⋅ =1 )d−∑     (3-7) 

同样，若校验节点的度数为 d ，由(2-11)式可以推知，第 轮迭代中只要有一个

为 0， 就能为 0，故 为 0 的概率为： 

l l
ikQ

l
ijR l

ijR
1( 0) 1 ( 1) 1 (1 )l l

ij l ij lP R q P R p d−= = = − = = − −    (3-8) 
而一条边与度数为d 的校验节点相连的概率为 dρ ，则在整个 Tanner 图上消息 为 0 的

概率为： 

l
ijR

1( 0) 1 (1 ) 1 (1 )l d
ij l d l ld

P R q p pρ ρ−= = = − − = − −∑   (3-9) 

由(3-7)式和(3-9)式可知， 

1 ( ) (1 (1 ))l lp p q p plλ λ ρ+ = = − −     (3-10) 
如果在迭代译码过程中，所传递消息 为 0 的概率是单调递减的，即对 及l

ijQ l N∀ ∈

0ε∃ > ，恒有 

1 (1 )lp lpε+ < −       (3-11) 
就可以以很高的概率译码成功。 

将(3-10)式代入(3-11)有： 
(1 (1 ))p x xλ ρ− − < [0, )x p∈     (3-12) ，

同样，由(3-7)式和(3-9)式可知： 

1 11 (1 ) 1 (1 ( )l lq p p )lqρ ρ λ+ += − − = − −    (3-13) 
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如果在迭代译码过程中，所传递消息 为 0 的概率是单调递减的，即对 及l
ijR l N∀ ∈

0ε∃ > ，恒有 

1 (1 )lq lqε+ < −       (3-14) 
就可以以很高的概率译码成功。 

将(3-13)式代入(3-14)式有： 
(1 ( )) 1p x xρ λ− > − ， [0,1)x∈     (3-15) 

下面定理可以保证(3-12)式和(3-15)式是等价的。 

定理 3.4[44]：对给定度序列分布函数 ( )xλ 和 ( )xρ 和信道删除概率 ，则对

，恒有

[0,1)p∈
[0,1)x∀ ∈ (1 ( )) 1p x xρ λ− > − 当且仅当对 [0, )x p∀ ∈ ，恒有 (1 (1 ))p x xλ ρ− − <

成立。 

证明：由度序列分布函数的定义可知， ( )xλ 为 [0,1)x∈ 上的严格单调递增函数，故

它的逆函数 1( )xλ− 唯一存在且为严格单调递减函数，于是有： 

必要性：若对 ，恒有[0,1)x∀ ∈ (1 ( )) 1p x xρ λ− > − ，令 ( )y p xλ= ，则 且0 y p≤ <
1( / )x y pλ−= ，代入(3-15)式有： 

1(1 ) 1 ( / )y y pρ λ−− > −     (3-16) 

上式变换得到： 
11 (1 ) ( /y y )pρ λ−− − <  

(1 (1 ))p y yλ ρ− − < y p， 0 ≤ <  

即得到(3-12)式； 

  充分性：若对 [0, )x p∀ ∈ ，恒有 (1 (1 ))p x xλ ρ− − < 1(1 ) 1 ( / )，则 x x pρ λ−− > −

p
，

令 1( / )u xλ−= ，则有 ，且0 1u≤ < ( )x p uλ= ，代入(3-12)式有 
(1 (1 ( ))) ( )p p u p uλ ρ λ λ− − <     (3-17) 

注意到 ( )xλ 为 上的严格单调递增函数，则有 [0,1)x∈
1 (1 ( ))p u uρ λ− − <  

(1 ( )) 1p u uρ λ− > −  

即得到(3-15)式。＃ 

(3-12)式和(3-15)式就是删除信道下LDPC码的收敛判定公式，它们对在删除信道下

给定度序列函数LDPC码的性能分析和度序列函数设计中起着非常重要的作用。对给定

度序列分布函数 ( )xλ 、 ( )xρ 和信道删除概率 ，若(3-12)式或(3-15)式成立，则以很高

的概率译码成功，反之则以很高的概率译码失败。Luby等进一步利用新的概率分析工具

对译码过程相关联的“与或（And-Or）树”

p

[34] 进行了分析，得出第 l 次迭代译码后删除

错误的比率为： 

1( ) (1 (1 ))l l lx x p p xλ ρ −= = − −     (3-18) 

其中 ，同时定义了度分布0 [0,1)x p= ∈ ( , )λ ρ 的阈值（Threshold） *( , )p λ ρ 为： 
*( , ) sup{ | 0 1,lim ( ) 0}ll

p p p x pλ ρ
→∞

= ≤ < =    (3-19) 
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容易看出若 ( )lim 0ll
x p

→∞
= ，则对任意 'p p< 必有 

( )lim ' 0ll
x p

→∞
=       (3-20) 

所以，如果 *( , )p p λ ρ< ，则删除错误信息的比率以很高的概率收敛于 0，此时纠

删译码器以高概率成功译码；反之，若 *( , )p p λ ρ> ，纠删译码器以高概率不成功译

码，因此，人们普遍认为对给定码率 R ，阈值 *( , )p λ ρ 越大，具有此度分布 ( , )λ ρ 的低

密度纠删码的性能越好。通常，对于码率为 R 的级联型低密度纠删码，能使阈值

( )* ,p λ ρ 逼近 R−1 的度分布 ( , )λ ρ 所构造的码称为渐近最优码。 

 
3.2.2 密度进化理论的微分方程描述[28] 

第二章提到，Luby 最早并没有从和积译码算法的角度出发，自行推导出了删除信道

下 LDPC 码的译码算法。同时，Luby 为了分析该算法当码长趋于无穷时的理论性能，也

没有基于密度进化理论，而是从微分方程的角度出发，推导出了删除信道下 LDPC 码的

收敛判定公式，其推导过程如下。 
考虑一个 型码，其二部图 中共有 个信息比特节点和( )C B B k kβ 个校验比特节点，

边的度序列分布函数仍为 1( ) i
ii

x xλ λ −=∑ 和 1( ) i
ii

x xρ ρ −= ∑ ，设在译码开始之前，

中边的总数为 ，则左边信息比特节点的平均度数为 

B

E

1

0

1
/( )

l
ii

E Ea
k iE x dx λλ

= = =
∑∫

    (3-21) 

相应地，右边校验比特节点的平均度数为 

1

0

1
/( )

l
ii

E Ea
k iE x dxβ ρρ

= = =
∑∫

    (3-22) 

为便于描述，这里将译码时间分段，每一个单位时间段 t∆ 表示译码过程中的一步操

作，长度正比于1/ ，即 。令 表示信道的删除概率，则在译码的直接恢复过

程中，每个信息比特节点以概率1
E : 1/t∆ = E p

p− 被从原始的二部图 中移走（由于相应的信息比特

被正确接收），于是迭代恢复操作开始时（这时定义为 0 时刻），剩余二部图中的信息

比特节点总数应为 ，若整个译码能够成功进行，总共的译码时间应为

。令 和 分别表示在 t 时刻，剩余二部图中与度为 的左边

信息比特节点（右边校验比特节点）相连的边占总边数 的比率， 表示同一时刻剩

余二部图中的边占总边数 的比率，则有 

B

pk
: / / lpk t pk E p a∆ = = ( )il t ( )ir t i

E ( )e t
E

( ) ( ) ( )ii i
e t l t r t= = i∑ ∑     (3-23) 

在迭代恢复的每一步译码操作中，右边某个度为 1 的校验比特节点被选中，随后左

边与之相连的信息比特节点连同与该信息比特节点相连的边都被移去，而当剩余二部图
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中右边不存在度为 1 的校验比特节点，译码操作就被迫停止。在 t 时刻，被移去的变量

节点度数为 的概率为 ，于是有下面差分方程成立： i ( ) / ( )il t e t
( ) ( ) ( ) / ( )i i iL t t L t il t e t+ ∆ − = −     (3-24) 

其中 表示 时刻剩余二部图中与左边度为 的信息比特节点相连的边的期望数量，

即有 ，当码长趋于无穷时，有 ，所以 ，

因此上面的差分方程就可以表示为微分方程： 

( )iL t t i
( ) ( ) / ( )i i il t L t E L t t= = ∆ E →+∞ : 1/ 0t E∆ = →

( ) ( )
( )

idl t il t
dt e t

= − i       (3-25) 

在移去度为 i的信息比特节点的同时，不但要移去一条与一个度为 1 的校验比特节

点相连的边，还要移去另外 条和该信息比特节点相连的边。因此，要移去的边数的

期望值应为： 

1i −

( ) ( ) / ( )ii
a t il t e t=∑       (3-26) 

现在考虑被移去的其它 条边，由于二部图构造的随机性，这 条边所连的右

边校验比特节点的度数是随机的。如果与其中一条边相连的校验比特节点度数为 ，则

经过一步译码操作之后，二部图上就少了 条与右边度数为 的校验比特节点相连的

边，同时多了 条与右边度数为

1i − 1i −
j

j j
1j − 1j − 的校验比特节点相连的边，而任意一条边与右边

度数为 的校验比特节点相连的概率是 ，则对j ( ) / ( )jr t e t 1i∀ > ，有 

1

1

( ) ( )( ) ( ) (( 1) 1)( ( ) 1) ( ( ) 1)
( ) ( )

( ( ) 1)( ( ) ( ))
( )

i i
i i

i i

r t r tR t t R t i a t i a t
e t e t

i a tr t r t
e t

+

+

+ ∆ − = + − − + −

−
= −

  (3-27) 

其中 表示 时刻剩余二部图中与右边度为 的校验比特节点相连的边的期望数量，

同样考虑码长趋于无穷的情况，就得到下面的微分方程： 

( )iR t t i

1
( ) ( ( ) 1)( ( ) ( ))

( )
i

i i
dr t i a tr t r t

dt e t+
−

= −     (3-28) 

易知当 t 趋于无穷时，对 ，都有 。由于每一次译码操作中，都要先

找到一个度为 1 的校验比特节点，才能进行迭代恢复，所以度为 1 的校验比特节点数的

变化对译码性能的影响是非常大的。根据(3-28)式可以写出关于 的微分方程： 

i N∀ ∈ ( ) 0ir t →

1( )r t
1

2 1
( ) ( ( ) 1)( ( ) ( )) 1

( )
dr t a tr t r t

dt e t
−

= − −     (3-29) 

注意等式右边之所以减 1，是因为在每一步译码操作中，都要先去掉一条与右边度为的

校验比特节点相连的边。 
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我们关注的焦点是函数 随时间的变化，只要 ，右边就存在度为 1 的校

验比特节点，译码操作就可以继续进行，当

1( )r t 1( ) 0r t >

1( ) 0r t = 时，译码就要被迫停止，因此问题

的关键是寻找 能够在左边所有信息比特节点都被恢复之前始终大于 0 的情况以保证

译码成功。 
1( )r t

对方程 (3-29)进行求解的过程较为繁琐，这里不再赘述，仅给出如下的求解结果： 
1( ) ( )[ 1 (1 ( ))]r t p x x p xλ ρ λ= − + −     (3-30) 

显然，要保证 ，只需要下面不等式成立： 1( ) 0r t >
(1 ( ) 1p x xρ λ− > − ， [0,1)x∈     (3-31) 

该式与上一部分中得到的(3-15)式是一样的。 

 
 

3.3 正则 LDPC 码在删除信道下的性能 
 

3.3.1 正则 LDPC 码阈值的唯一存在性分析 

现在研究 -正则低密度纠删码的性能，即),( rl 1( ) lx xλ −= ， 1( ) rx xρ −= ，

均为整数。由 (3-12) 式和 (3-19) 式可知，对

3r > ≥l
*( , )p p λ ρ∀ < 及 ，恒有[0,1)x∀ ∈

( )( )1 1p xλ ρ− − ≤ x
x

成立，即 
(1 ) / (1 ( ))p x λ ρ≤ − −     (3-32) 

故令 1( ) (1 ) / (1 ( )) (1 ) /(1 )rf x x x x x 1λ ρ − −= − − = − − l ，则有 
* *( , ) ( , ) min{ ( ) | [0,1)}p p r f x xλ ρ = = ∈l        (3-33) 

考虑函数 ( )f x ，易知 

1 11 1

21 2 1
0

2 11

(1 )lim ( ) lim
(1 ( ))

1lim
(1 ) ( )

1lim
(1 ) ( 1)

rx x

rx i
i

x

xf x
x

x x

x r

− −

−

−

− −→ →

−→ − −
=

− −→

−
=

−

=
−

=
− −

∑

l

l l

l l

    (3-34) 

由 知 及 ，则有3r > ≥l 2 1− ≥l 1 2r − > 2
1

lim(1 ) 0
x

x
−

−
→

− =l ， 1( 1)r − 0− >l ，故 

1
lim ( )
x

f x
−→

= +∞      (3-35) 

所以 0δ∃ > ，使得 ( ,1)x δ∈ 时 ( )f x C≥ ，其中 为一个较大的正常数，同时考虑到

，故

C

0
lim ( ) 1
x

f x
+→

= ( )f x 为闭区间 [0, ]δ 上的连续函数，在 [0, ]δ 上必有最小值，则

min{ ( ) | [0,1)} min({ ( ) | [0, )}, )f x x f x x Cδ∈ = ∈ 必然存在。 

事实上，由下面定理可知，该最小值不但是存在的，而且是唯一确定的。 
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定理 3.5：对于 -正则低密度纠删码（ 均为整数），若),( rl 3r > ≥l θ 是方程

在 上 的 惟 一 正 实 根 ， 则( )( )( ) ( ) 01111 432 =++++−−−− −−− xxxxr rrr Ll )1,0[

( ) 1* 1( , ) (1 ) /( 1 )rp r θ θ −−= − − l
l 。 

证明：设 ( ) ( ) 11(1 )/ 1 rf x x x −−= − − l
，易见其一阶导函数为： 

( ) ( )( )( ) ( )
( )

( )( )( ) ( )( )
( )

2 1

1

1 2

1

1 1 1 1
1

1 1 1 1 1

1

r r

r

r r

r

r x x x
f x

x

r x r x

x

− −

−

− −

−

− − − − −
′ =

−

− − − − − − +
= −

−

l

l

l

l l 1
  (3-36) 

可以看出， ，上式的分母部分始终为正，因此只需要考虑上式的分子部分。

设 令

[0,1)x∀ ∈
( )( )( ) ( )( ) 111111)( 21 +−−−−−−= −− rr xrxrxg ll ( ) 0=′ xf 得方程 。 0)( =xg

现在证明方程 0)( =xg 在 上至多有两个不同的实根。假如此方程在 上有

三个不同的实根 (多于三个不同的实根的情形可类似证明 ) 。不妨假定

，由罗尔定理必存在

]1,0[ ]1,0[

321  , xxx 和

321  xxx << )211 xxy ，（∈ ( )322 , xxy ∈和 使得 ( ) 0=′ iyg ，即 

( )( )( ) ( )( ) 021111 21 =−−−−−− −− r
i

r
i yryr ll ( )2,1=i    (3-37) 

由 和 知 01 ≠y 02 ≠y
( )( )
( )( )

2
1 1i

r
y

r
−

1− − −
l

l

－１
＝     (3-38) 

即 ，易见这是不可能的。可验证21 yy = 1=x 为方程 0)( =xg 的一实根，故方程

( )( )( ) ( ) 01111 432 =++++−−−− −−− xxxxr rrr Ll 在 上至多有一个实根，由已知条件

知

)1,0[
θ 就是方程 在 上惟一的一实根，从而 f(x)在 上仅有惟一的极值点，

再由 可知该极值点为极小值点，同时由于

0)( =xg )1,0[ )1,0[
∞=

−→
)(lim

1
xf

x
0)0( ≠g ，即 不是方程

的根，所以 f(x)在 上惟一的极小点

0=x

0)( =xg )1,0[ θ 不可能为 0，即0 1θ< < 。＃ 
 
 
3.3.2 一类正则 LDPC 码的性能分析 

现在研究一类码率为 nR 11−= 的 -正则低密度纠删码(d≥ 3 和 n 2 均为整

数)，为了给出 和 -正则度分布的阈值之间的关系，首先给出如下引理。 

),( ndd ≥

)6,3( ),( ndd

引理 3.3[74]：对于码率为 nR 11−= 的 ( )ndd  , -正则低密度纠删码(d 3, n 2)有≥ ≥

( ) ( )* *3,  3 ,p n p d n≥ d 。 

引理 3.4：设 ( ) ( )21(1 ) / 1 rf x x x −= − − , 整数 r , 则有在6≥ [ )1,0 上 且 f(x)

在 上有惟一的极小点。 

( ) 0≥′′ xf

)1,0[

证明：易见 的一阶导数为 ( )xf

( ) ( )( ) ( )
( )31

12

1

1112
−

−−

−

−−−−
=′

r

rr

x

xxxrxf    (3-39) 
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其二阶导数为 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ([ ]23212
1

12 1
41

3

−+−−−−
−

−
=′′ −

−

−

rrxxrxr
x

xrxf rr

r

r

)   (3-40) 

考虑上式右边的后一项因式，令 

( ) ( ) ( ) ( )23212 1 −+−−−−= − rrxxrxrxg rr    (3-41) 

则有 
( ) ( )( ) ( ) rrxrxrrxg rr −−−−−=′ −− 12 32112   (3-42) 

设 ，则有 ( ) ( )xgxs ′=

( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]xrrrrxrxs r 322121 3 −−−−−=′ −   (3-43) 

令 得 的稳定点( ) 0=′ xs ( )xs ( )( ) ( )( )0 2 1 2 / 2 3x r r r r= − − − ，所以 

( ) ( )
( )( )

( ) r
r

rr
rr

rr
rr

rr
rrx 1

32
132

32
352

32
252 22

0
−

=
−
−−

=
−
+−

<
−
+−

=   (3-44) 

同时 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

2 2

0

2 1 2 12 1 2 1
2 3

r rr r rs x r r
r r r

− −⎛ ⎞− − −⎛ ⎞ r r= − − < − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎝ ⎠
 (3-45) 

而 ( ) ( )2( 1) / 6rr r r−− ≥ 为 单 调 递 减 函 数 且 ( ) 2lim ( 1) / 1/ 1/ 2r

r
r r e−

→∞
− = < , 6=r 时

( )45 / 6 1/ 2< , 故 ( ) 2( 1) / 1/rr r −− < 2  (r )，所以6≥ ( ) ( )0 2 1 / 2 1/ 2s x r r 0< − − = − < 。

结合 和( ) 00 <−= rs ( ) 011 <+−= rs ，即对所有的 ]1,0[∈x 有 ( ) ( ) 0<=′ xsxg , 即 ( )xg 为

[0,1]上的单调递减函数且 g(1)=0, 从而对所有的 [ ]1 ,0∈x 有 ( ) 0≥xg 。因此对所有 [ ]1 ,0∈x

有 。于是 为 [ 上的下凸函数, ( ) 0≥′′ xf ( )xf )1 ,0 ( )xf 在 上有惟一的极小点。＃ )1,0[

由引理 3.3 知对于给定的整数 n (n≥2)，在码率为 nR 11−= 的 -正则度低密

度纠删码中(d 3 为整数)， -正则纠删码的纠删性能最好。结合引理 3.4 和阈值

),( ndd

≥ ( )n3 ,3
*( , )p rl 的定义可得如下结论。 

定理 3.6：对于码率为 nR 11−= 的 -正则度低密度纠删码(d 3, n 2)，必有 ),( ndd ≥ ≥

(a)、 ( ) ( )* 3,  6 1 1p − <R ，即(3,6)-正则低密度纠删码不是最优码； 

(b)、 -正则度低密度纠删码都不是渐近最优码； )2,( dd

(c)、 ( ) ( )* *, 3,p d nd p  6≤ 。 

证明： (a)、 对于(3,6)-正则低密度纠删码，其码率为 21211 =−=R ，用计算机搜

索的方法对高次不等式 ( )251 1p x x− < − , [ )1 ,0∈x 求解得到 ( )* 3,  6 0.42944p ≈ ，故 
( ) ( )* 3,  3 1 0.43 0.5 0.86 1p n R− < = <    (3-46) 

所以(3,6)-正则低密度纠删码不是最优码； 

(b)、由引理 3.3 知 ( ) ( )* *3, 6 , 2p p d d≥ ，因此有 
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( ) ( )* *,2 3,6
0.86 1

1 1 2
p d d p

R
≤ < <

−
   (3-47) 

从而说明这类 -正则度低密度纠删码都不是渐近最优码； )2,( dd

(c)、设 ( ) ( ) ( )2511 xxxf −−= ，由引理 3.4 知 ( )xf 在 [ )1 ,0 上有惟一的极小点，并设此

极小点 [ )1 ,0∈= βx 。易见 ，从而有 ( ) ( ) ( 211 21325 ≥−≤− − nnββ )
( )

( ) ( )21325 1
1

1
1

−−

−
≥

−

−
=

n
f

β

β

β

ββ     (3-48) 

结合(3-33)式得 

( ) ( )* *3,6 3,3p p≥ n      (3-49) 

又由引理 3.3 得 

( ) ( )* *3,  3 ,p n p d n≥ d     (3-50) 

所以 ( ) ( )* *3, 6 ,p p d nd≥ 。# 

由定理 3.6 可知， ( -正则低密度纠删码都不是渐近最优码。仿真结果也证实了

结论的正确性。下图为 、 和 -正则纠删码在纠删信道下的性能曲线图，

其中选择的码长均为 25600。 

)2, dd

)6,3( )8,4( )10,5(
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图 3.4  正则低密度纠删码的性能比较 
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图 3.5 的水平坐标为译码无效性（Decoding Inefficiency），即为实现译码成功所需

要付出的代价，通常用正确接收到的信息比特数 与该低密度纠删码的信息位个数

的比值来表示。 

'n k

图 3.5  基于正则序列的低密度纠删码的性能比较    

事实上，正则低密度纠删码都不是渐近最优码，这一点可从构成低密度纠删码的

二部图得到直观性解释。二部图的结点集包括信息比特结点集和校验比特结点集，对

于每一个信息比特结点，其度数越大，它从相关联的校验比特结点得到信息越多，越

能准确地判断它的正确值；而对每个校验比特结点情况则相反，校验结点的度数越

小，它能反馈给其邻接的信息比特结点的信息越有价值。由于正则二部图不能很好地

平衡这两种相反的要求，所以正则低密度纠码都不是渐近最优码。 
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3. 4 非正则 LDPC 码在删除信道下的性能 

当二部图中的信息比特节点度数或校验比特节点度数不唯一时，相应地就得到了

非正则 LDPC 码。相对于正则二部图，非正则二部图能更好、更灵活地平衡上面提到

的两种相反的要求，基于非正则二部图的低密度纠删码中具有大度数的信息比特结点

能很快地得到它的正确值，从而给某些关联的校验比特结点提供更有价值的信息，而

这些校验比特结点又反过来可给小度数的信息比特结点提供更好的信息，如此反复进

行，大度数的信息比特结点可促进算法收敛，因此非正则低密度纠删码在性能上要优

于正则低密度纠删码。现有的研究已经说明，能够以逼近删除信道容量限的非正则低

密度纠删码是存在的，下面介绍两种这样的非正则低密度纠删码的度序列分布函数。 

 
3.4.1 Heavy-Tail/Poisson度序列分布[28] 

Heavy-Tail/Poisson 度序列分布函数由 Luby 等人提出，采用此度序列分布构造的非

正则 LDPC 码在删除信道下能够以任意接近信道容量的速率实现可靠传输，其度序列

分布函数设计如下。 

设要构造一个非正则二部图 ，图中共有 个信息比特节点，B k kβ 个校验比特节

点。令d 为一个正整数，并构造一个截止于整数d 的谐函数 ，即 ( )H d

1
( ) 1/d

i
H d i

=
= ∑      (3-51) 

容易证明当d 时有 。 →+∞ ( ) ln( )H d d→

根据谐函数 即可设计二部图的左边度序列分布函数 ( )H d
1

1
2

( ) d
i

ii
x xλ + λ −

=
= ∑      (3-52) 

其中           
1

( )( 1)i H d i
λ =

−
               (3-53) 

显然，该度序列分布函数满足 (1) 1λ = ，同时左边信息比特节点的平均度数 为： la

1 1

2 2

1 ( ) ( )( 1) /
/ 1/( 1)

l d d
ii i

H da
i i iλ+ +

= =

= = = +
−∑ ∑

H d d d    (3-54) 

相应地右边校验比特节点的平均度数为 
/r la a β=       (3-55) 

对右边度序列函数，将其设为满足 Poisson 分布，即 
1( ) i

ii
x xρ ρ −= ∑      (3-56) 

其中     
1

( 1)!

i

i
e

i

ααρ
− −

=
−

,                  (3-57) 1i ≥

为保证右边校验比特节点的平均度数满足(3-55)式，(3-57)式中的α应满足 

1 r
e a

e

α

α

α
=

−      (3-58) 
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注意到对右边度序列分布有： 

1

1 1
1

( 1)!

i

ii i

e
i

ααρ
− −+∞ +∞

= =
= =

−∑ ∑
    (3-59) 

即仅当多项式 ( )xρ 有无穷项时才能保证 (1) 1ρ = ，故实际应用中需要进行截断，只取前

有限项，再做归一化处理。下面引理说明了当 足够大时，所构造码是渐进最优的。 d
引 理 3.5[28] ： 若 度 序 列 函 数 满 足 式 (3-52) 和 式 (3-56) ， 则 对 和(0,1)x∀ ∈

/(1 1/ )p dβ≤ + 恒有 (1 ( )) 1p x xρ λ− > − 。 

下表给出了度序列函数如上面描述，码率为 1/ 2R = 的低密度纠删码的参数取值，

其中 ),(
*

ρλp 表示理论的最大容许损失上限。 

表 3.1 满足 Heavy-Tail/Poisson 度分布的码参数(码率 1/ 2R = ) 

d  ra  α  *( , )p λ ρ *( , ) /(1 )p Rλ ρ − ),(
*

ρλp ),(/),(
** ρλρλ pp

8 5.9266 5.9105 0.45984 0.91968 0.49085 0.93682 
16 7.0788 7.0729 0.47796 0.95592 0.49609 0.96345 
27 8.0054 8.0027 0.48628 0.97256 0.49799 0.97648 
47 9.0256 9.0243 0.49177 0.98354 0.49902 0.98547 
79 10.007 10.007 0.49495 0.98990 0.49951 0.99087 

132 10.996 10.996 0.49689 0.99378 0.49975 0.99427 
221 12.000 12.000 0.49813 0.99626 0.49988 0.99650 

根据 Heavy-Tail/Poisson 度序列分布函数构造的复损码通常也称做旋风码（Tornado 

Code），下图给出了旋风码和正则复损码的性能比较。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
图 3.6  基于正则序列和 Tornado 序列的低密度纠删码的性能比较 

 

 
3.4.2 右边正则度序列分布[75] 

不同于 Heavy-Tail/Poisson 度序列分布，文[75]提出了另一种能够任意逼近删除信道

容量限的度序列分布函数，其构造如下： 

给定正整数 和 ，令 3ra ≥ 2N ≥
1( ) rax xρ −=      (3-60) 
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( ) 1 1
1

( 1) / 1 ( 1)N k k N
k

Nx x
k N
θ θ

λ
θ

−
+

=

⎛ ⎞ ⎛⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − − −⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝
∑ 1+

⎞
⎟
⎠
   (3-61) 

其中 1/( 1)raθ = − ，
k
θ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

定义如下： 

1

1 0
: ( 1) ( 1) ( 1) (1 ) (1 )(1 ) 0

! 1 2
k

k
kk k

k k k

θ
θ θ θ θ θ θ θ−

=⎧⎛ ⎞ ⎪= ⎨ − − +⎜ ⎟ = − − − −⎝ ⎠ ⎪ −⎩
L

L >
 (3-62) 

注意到下面函数的泰勒展开式为： 

1
1

( ) 1 (1 ) ( 1)k k
k

h x x x
k

θ
θ+∞

+
=

⎛ ⎞
= − − = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑      (3-63) 

同时用数学归纳法可知有下面等式成立， 
1 1

1

1( 1) ( ( 1) )N k
k

N
k N
θ θ

θ
θ

−
+

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ 1N+      (3-64) 

因此度分布函数 ( )xλ 实际上就是函数 泰勒展开式的前有限项并做归一化处理。 ( )h x
再注意到下面等式： 

1
11

1

( 1)
( 1)

1 1

N
kN

k

N
k k

θ
θ

θ
θ

+
+−

=

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟⎛ ⎞ − ⎝ ⎠=⎜ ⎟ + +⎝ ⎠

∑      (3-65) 

可以计算出左边信息比特节点的平均度数为： 

1

1 11
0 1

1 1

1 1

( 1)
1

( 1)( )
1

( 1) ( 1)
1

( 1) ( 1)

1

N

l kN
x k

N N

N N

N
N

a
x dx

k k

N N
N N

N N

θ
θ

θλ θ

θ
θ θ

θ
θ θθ

θ θ
θ

θ

+

+−
= =

θ
+ +

+ +

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟

⎝ ⎠= =
⎛ ⎞ −
⎜ ⎟ +⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+

∫ ∑
   (3-66) 

因此，码的设计码率为： 

1

1 1

1

( 1)
1

( 1) ( 1)
1 1 111 ( 1)

N

N N

l

r N

N
N

N
N NaR

a
N

θ
θ

θ
θ θθ

θ θ

θ
θθ

+

+ +

+

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠= − = − = −

⎛ ⎞+ − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (3-67) 
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文[75]证明了通过增大右边校验比特节点度数 和参数 ，具有该度序列分布的

LDPC 码能够以任意接近删除信道容量限的速率实现可靠传输，下表给出了不同设计码

率时各设计参数和性能参数的取值。 

ra N

表 3.2 满足右边正则度分布的码参数（设计码率分别为 2/3、1/2 和 1/3） 

N  ra  1 R−  *( , )p λ ρ *( , ) /(1 )p Rλ ρ − ),(
*

ρλp ),(/),(
** ρλρλ pp

2 6 0.33333 0.20000 0.60000 0.29099 0.68731 
3 7 0.31677 0.23611 0.74537 0.29714 0.82230 
6 8 0.32886 0.28994 0.88166 0.31243 0.92801 

11 9 0.33645 0.31551 0.93777 0.32690 0.96514 
17 10 0.33357 0.32024 0.96001 0.32724 0.97860 
27 11 0.33392 0.32558 0.97502 0.32984 0.98711 
42 12 0.33381 0.32847 0.98401 0.33113 0.99197 
64 13 0.33312 0.32963 0.98953 0.33134 0.99484 
13 6 0.50090 0.48090 0.96007 0.49232 097679 
29 7 0.50164 0.49287 0.98251 0.49759 0.99052 
60 8 0.49965 0.49545 0.99159 0.49762 0.99563 

125 9 0.49985 0.49784 0.99598 0.49885 0.99797 
257 10 0.50000 0.49903 0.99805 0.49951 0.99904 
523 11 0.50002 0.49954 0.99904 0.49977 0.99953 

1058 12 0.49999 0.49975 0.99953 0.49986 0.99977 
111 6 0.66677 0.66475 0.99698 066584 0.99837 
349 7 0.66667 0.66603 0.99904 0.66636 0.99950 

1077 8 0.66663 0.66642 0.99969 066653 0.99984 
3298 9 0.66669 0.66662 099990 0.66665 0.99995 

表中的码率并不严格等于设计码率，实际上在(3-67)式中， 1/( 1)raθ = − ，而 和

均为正整数，即该码率的取值不连续。故基于右边正则序列所构造的低密度纠删码的

码率不能严格等于给定码率，只能通过增大 使所构造的纠删码的码率逼近给定码率；

然而这种调整同样会增加基于级联稀疏二部图的低密度纠删码的译码复杂度。 

ra
N

ra

 

3.5 基于改进型的右边正则度序列设计 
 

3.5.1 改进型右边正则度序列设计 

为了克服由右边正则度分布函数构造的复损码的码率不能够任意逼近设计码率的

缺陷，我们提出了改进型的右边正则度分布函数。对所有实数 ]1,0[∈x 和 令 )2[ ∞∈ ，s

( ) ( ) 1

1 1
1 kk

kk k
kf x f x

k
θ +

≥ ≥

⎛ ⎞
= = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ x

1

    (3-69) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1

1 1
, 1

s s
k ss sk k

k s
k k

f x s f x s s f x x s s x
sk
θθ− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

+ +⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎢ ⎥⎣ ⎦

= =

⎛ ⎞⎛ ⎞
= + − = − + − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑% (3-70) 

其中 s⎢ ⎥⎣ ⎦表示不超过 的最大整数，s θ 的定义与前面相同。 

取改进型右边正则序列为 
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( ) ( ) ( ), 1,x f x s f sλ = % %      (3-71) 

( ) 1rax xρ −=      (3-72) 

易见 ( )0 0λ = 和 ( )1 1λ = 。将(3-70)式代入(3-71)式有 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
1 1

1

1 1

1 1

1 1

s
k s

1

sk

k

s s

x s s x
sk

x
s

s s
s s

θθ

λ
θ θ

θ

−⎢ ⎥⎣ ⎦
+ +⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

=

+ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣

⎛ ⎞⎛ ⎞
− + − −⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥⎣ ⎦− − + − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑

⎦

  (3-73) 

容易计算出，具有改进型右边正则度分布的 LDPC 码的码率R 为 

( ) ( )
 1  1 

 0  0
1R x dx x dxρ λ= − ∫ ∫  

  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1

1 1

1 1 1
1

1 11 1 1
1

s s

s s

s
s s

s s

s s
s s s

θ θ
θ

θ θθ
θ θ

+ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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     (3-74) 

实际上，将(3-73)式同(3-61)式进行比较可以发现，当 s不是整数时，新的右边度序列分

布函数比原来多了一个余项并重新做了归一化处理，当 s取整数即 s N= 时，余项恰好

为 0，改进型度序列分布函数就退化为最初的右边正则度序列分布函数。通过调整 s的
具体取值，就可以使对应码的码率严格等于设计码率。 

 
3.5.2 改进型右边正则度序列的性能分析 

为了说明改进型右边正则序列是渐近拟最优的，令 
( ) ( ) ( )sfsxfsxR f ,1~,~, =      (3-75) 

( ) ( )∫=
1 

0 
,~ dxsxfsG f          (3-76) 

( ) ( ) ( ) ( )sfsGdxsxRsH fff ,1~,
1 

0 
== ∫     (3-77) 

引理 3.6：设 、 、( )xf ( sxR f , ) ( )sG f 和 ( )sH f 如上定义，则有(a)、对 [ ]0,  1x∀ ∈ ，

关于 为 上的单调递减函数；(b)、( sxR f , ) s ),2[ ∞ ( )sH f 为 ),2[ ∞ 上单调递减连续函数。 

证明：(a)、 对 和[ ]0,  1x∀ ∈ 1 2, [2,s s )∀ ∈ ∞ ，若 12 ss ≤ ，则有 
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( )( ) ( 1 2
1 2

1 1
1 1 2 2 1 1

s s
s ss s s s f f x x+ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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⎤+ − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎦)
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  (3-78) 

对 和 任 意 正 整 数 和 ， 若 ， 则 必 有 。 结 合

、

[0,  1x∀ ∈ 1k 2k 21 kk ≥ 021 ≤− kk xx

( ) 01 1 >−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= +k

k k
f

α ( )L,2,1=k ( ) 0,1~
1 >sf 和 ( ) 0,1~

2 >sf 得 ( ) ( ) 0,, 21 ≤− sxRsxR ff ，即

关于 为( sxR f , ) s )2[ ∞∈ ，s 上的单调递减函数； 

(b)、由(a)易知 ( )sH f 为 上的单调递减函数。下面证明函数 ),2[ ∞

              ( ) ( )
1 1

 0
1

, (
1 1

s
sk

f
k

)
ffG s f x s dx s s

k s

−⎢ ⎥⎣ ⎦
⎢ ⎥⎣ ⎦
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∑∫ %   (3-79) 

为 上的连续函数。易见对实数),2[ ∞ [ )∞∈ ,1s 和 s s≠ ⎢ ⎥⎣ ⎦， ( )sG f 为 ),2[ ∞ 上的连续函数。

对于充分小的 0>δ ，可知  

( ) ( )( )
0 0

lim lim 0
1

s
f f

f
G s G s

sδ δ
δ δ ⎢ ⎥⎣ ⎦

→ + → +
+ − = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ +⎢ ⎥⎣ ⎦

  (3-80) 

( ) ( )( ) 1

0 0
lim lim 0s

f f

f
G s G s

sδ δ
δ δ −⎢ ⎥⎣ ⎦

→ + → +
− − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

=    (3-81) 

于是， 在( )sG f s s= ⎢ ⎥⎣ ⎦为左连续和右连续的，而且左极限和右极限相等。因此 在( )sG f

s s= ⎢ ⎥⎣ ⎦连续。故 为 上的连续函数。类似可证( )sG f ),2[ ∞ ( )sf ,1~
关于 为 上的连续

函数。所以，  为 上的连续函数。# 

s ),2[ ∞

( )sH f ),2[ ∞

引理 3.7[75]：对 0 1 2θ∀ < ≤ 和整数 ，存在正常数 ，满足 2N ≥ c

                           ( ) 1

1
1 Nc

NN Nθ

θ
1θ

θ θ+

+

⎛ ⎞
≤ − ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠ +

    (3-82) 

定理 3.7：改进型的右边正则序列为是渐近拟最优的。 

证明：对于满足(3-71)式和(3-72)式的改进型右边正则序列 ( )xλ 和 ( )xρ ，首先计算

对所有 ( )0,x p∈ 使得 ( )( )1 1p xλ ρ− − < x成立的最大的 p。令 

( ) ( ) ( )11 1 ss
s s

s
θ θ

θ
11 s

s
+ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥⎣ ⎦∆ = − − + − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎣ ⎦   (3-83) 

注意到对于所有实数 有 )2[ ∞∈ ，s

( ) 11 0s

s
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从而对所有 ( )0,x p∈ 有 
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考虑到 ( )( )1 1p xλ ρ− − < x，有 
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结合引理 3.7 可得 
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s sR s s
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θ θθ
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1
  (3-88) 

注意到 0θ > ，即 1 1θ + > ，故当 s →+∞时(3-88)式变为 
/(1 ) 1p R− ≥       (3-89) 

而根据信道编码定理可知，码率的上限即为信道容量，于是有 
1R p≤ −            (3-90) 

整理后得到 
/(1 ) 1p R− ≤       (3-89) 

结合(3-89)式和(3-91)式可知： 
lim /(1 ) 1
s

p R
→+∞

− =       (3-92) 

这就证明了改进型右边正则序列是渐近拟最优的。# 

下表给出了不同设计码率时改进型右边正则序列的各设计参数和性能参数的取值。 

表 3.3 满足改进型右边正则度分布的码参数（设计码率分别为 2/3、1/2 和 1/3） 

ra  s  1 R−  *( , )p λ ρ *( , ) /(1 )p Rλ ρ −
6 110.833 2/3 0.665260 0.997890 
7 348.979 2/3 0.666188 0.999282 
8 1077.836 2/3 0.666504 0.999756 
9 3296.383 2/3 0.666611 0.999917 
6 12.873 1/2 0.488574 0.977148 
7 28.397 1/2 0.494072 0.988144 
8 60.311 1/2 0.497021 0.994042 
9 125.315 1/2 0.498499 0.996998 

10 256.982 1/2 0.499242 0.998484 
11 522.797 1/2 0.499617 0.999234 
12 1058.302 1/2 0.499806 0.999612 
6 2.0 1/3 0.280000 0.840000 
7 3.698 1/3 0.308179 0.924537 
8 6.377 1/3 0.313220 0.939660 
9 10.537 1/3 0.320161 0.960483 

10 16.939 1/3 0.324701 0.974103 
11 26.744 1/3 0.327520 0.982560 
12 41.656 1/3 0.329447 0.988341 
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下面两图分别为采用改进型右边正则序列构造的低密度纠删码与采用正则序列、

Tornado 序列和原右边正则序列构造的低密度纠删码的性能比较。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

图 3.8  基于右边正则序列和改进型右边正则序列

的低密度纠删码的性能比较 

 
图 3.7  基于 ( 正则序列、Tornado 序列和改进型右

边正则序列的低密度纠删码的性能比较 
)6,3

 
注：图 3.4～图 3.8 中的低密度纠删码均指级联型低密度纠删码 

 
 

3.6 本章小结 
 

本章介绍了纠删码的基本概念及其发展；分析了正则 LDPC 码在删除信道下的理论

性能；证明了 -正则码都不是渐进最优码并进一步直观地解释了所有的正则

LDPC 码不是渐进最优码的原因；介绍了几种非正则的度序列分布函数并对相应 LDPC

码在删除信道下的性能进行了仿真；基于右边正则度序列分布函数提出了一种改进型的

右边正则度序列分布函数并从理论上证明了用改进的度分布函数构造的低密度纠删码也

是渐进最优的，仿真结果表明，改进型的右边正则度序列分布函数克服了原度分布函数

不能设计任意码率的低密度纠删码的缺点，同时复杂度并没有任何增加，在性能上也没

有任何损失。 

( ,2 )d d
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第四章 LDPC 码的围长研究 

 

本章首先介绍了几种现有的具有较大围长的 LDPC 码设计方法，在此基础上，提出

了一种新的构造具有较大围长 LDPC 码的方法，经检测和仿真表明，采用该方法设计的

LDPC 码具有较大的围长，并且在高斯信道下的纠错性能不差于相同参数、随机构造的

LDPC 码，在高信噪比时甚至优于相同参数的随机码；最后提出了一种 PEG 算法的修正

算法，给出了本章总结。 

 

 

4.1 现有的几种围长设计方法 
 

第二章已经给出 LDPC 码围长的定义，分析了围长对码的性能的影响并推导了一

个简单的正则 LDPC 码围长的上限。为了尽量减小 Tanner 图中环的存在对相应 LDPC 码

在和积译码算法下所得到性能的影响，人们在进行编码设计时往往希望对应的 Tanner 图

中不存在长度较小的环，同时一些研究学者基于代数方法和启发式搜索方法，也提出了

一些具有较大围长的 LDPC 码构造方法。研究表明通过增大 LDPC 码的围长在一定程度

上可以改善码的纠错性能。下面介绍几种现有的码构造方法。 

 
4.1.1 一种基于RS码的代数构造方法[46] 

令C 为有限域 上的一个 ( , RS 码，由 RS 码的性质可知该码集合中共有

个码字且最小汉明距离为 。下面根据码 构造一个具有 个变量节点和qn个校验

节点的 Tanner 图。 

( )GF q 2)n 2q
1n − C 2q

令 Tanner 图中的每一个变量节点对应码 中的一个码字，将qn个校验节点平均分

为 组，每组中的 个节点对应有限域 中的 个元素；节点间之边的连接规则如

下：设一个变量节点对应的码字为

C
n q ( )GF q q

1 2( , , )nx x xL ，则该变量节点共与 个校验节点相

连，依次为校验节点集的第 1 组中对应于元素

n

1x 的校验节点、第 2 组中对应于 2x 的校验

节点、……第n组中对应于 nx 的校验节点。这样，根据该 Tanner 图构造就得到一个长度

为 的 ( , 正则 LDPC 码。 2q )n q
下面考虑 Tanner 图中环的情况。假设其中存在一个长度为 4 的环，这就意味着

RS 码中有两个码字（对应于长度为 4 的环经过的两个变量节点）的某两个分量

（对应于环经过的两个校验节点所在组的编号）是相同的，于是这两个码字之间的汉明

距离至多为 ，与该 RS 码的最小汉明距离为

( ,2)n

2n − 1n − 矛盾，因此该 Tanner 图对应的

LDPC 码的围长至少是 6。 

设所构造 LDPC 码的围长为2 ，当l 3l = 时，应用第二章给出的围长上限可得到： 
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21 ( 1)n q q+ − ≤      (4-1) 

整理后得到     1n q≤ +         (4-2) 

于是当选择 时就得到最优的 Tanner 图，此时围长为 6。 1n q= +

  当 时，所得到的 Tanner 图未必是最优的，其围长有可能大于 6。很容易可

以看出，对 的情况， 所得 Tanner 图的围长就是 6，而当

1n q< +

2n ≠ 2n = 时，围长为８。因为

Tanner 图中存在一个长度为 6 的环意味着码C 中有三个码字两两存在某个分量相同，而

这对长度为 2 的码是不可能的。 

 
4.1.2 一种基于矩阵分裂的代数构造方法[50] 

文[50]基于矩阵分裂的思想，提出了一种具有较大围长的正则 LDPC 码校验矩阵的

构造方法，具体方法如下。 
设 为一个H ( , )λ ρ 正则 LDPC 码的校验矩阵，维数为 p pλ ρ× ，其中 为一个素

数。将 分裂为

p
H λ ρ× 个维数为 的小方阵，每一个方阵为一个单位阵或者单位阵

的行循环移位，设第 i 行、第 列的方阵是由一个单位阵经过各行循环左移

p p×
j ,i js 位得到

的，则各方阵循环移位参数的确定过程为：令 和 为有限域 上的两个非零元

素， ，且 a 和 关于有限域中乘法运算的级数（Order）为

a b ( )GF p
a b≠ b λ 和 ρ，于是λ 和 ρ必

为 的因子，则第 行、第 列的方阵的循环移位参数由下面等式确定。 1p − i j
( 1) ( 1)

,
i j

i js b a− −=      (4-3) 
这样得到的校验矩阵每列均有λ 个“1”，每行均有 ρ个“1”，相应的码就是一个长度

为 n pρ= 的 ( , )λ ρ 正则 LDPC 码。容易看出这样构造的校验矩阵的秩至多为

1pλ λ− − ，故相应 LDPC 码的码率 也不能严格等于设计码率1R /λ ρ− ，而要略高些。 
根据有限域的相关理论可知这样得到的 LDPC 码具有较大的围长，下表给出了采用

该方法构造的几个 正则 LDPC 码的围长。 (3,5)

表 4.1 正则 LDPC 码的围长 (3,5)
码长 5n p= p R  围长  g

155 31 0.4129 8 
305 61 0.4066 10 
755 151 0.4424 10 
905 181 0.4022 12 

1055 211 0.4019 12 
1205 241 0.4017 12 
1355 271 0.4015 12 
2105 421 0.4010 12 
3305 661 0.4006 12 
5105 1021 0.4004 12 
6455 1291 0.4003 12 

11555 2311 0.4001 12 

可以看出，采用该方法构造的 LDPC 码完全避免了长度为 4 和 6 的小环的出现，但

遗憾的是这样得到的码的围长至多为 12，不能随着码长的增加而增加。 
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4.1.3 一种启发式搜索构造方法——PEG构造方法[60] 

前面介绍的两种方法均为基于代数的构造方法，而且只能适用于正则 LDPC 码的构

造，文[60]采用“步步最优”的策略，提出了一种有效的构造具有较大围长的 LDPC 码

的方法——渐进边增长（PEG，Progressive Edge-Growth）算法。该算法通过依次在已有

Tanner 图上添加边来构造最终的 Tanner 图，每次添加边时都尽可能减少对已有 Tanner

图的围长的影响。它不但适用于正则 LDPC 码的构造，也适用于非正则 LDPC 码的构

造。为便于描述，用 （{ }ijh=H 0 i m≤ < ，0 j n≤ < ）表示码的校验矩阵，用 表

示所构造的 Tanner 图。其中

( , )V E
= cV V VU s 为节点集， 0 1 1{ , , }mc c c −=cV L 为校验节点集，

为校验节点个数；m 0 1 1{ , , }ns s s −=sV L 为变量节点集， 为变量节点个数；n = ×c sE V V
表示 Tanner 图中边的集合，边 ( , )i jc s ∈E当且仅当 0ijh ≠ ，0 i m≤ < ， 。 0 j n≤ <

若已知边的度分布函数 1( ) i
ii

x xλ λ −=∑ 和 1( ) i
ii

x xρ ρ −= ∑ ，即可求出变量节点和

校验节点的度分布函数 ˆ ˆ( ) i
ii

x xλ λ=∑ 和 ˆ ( ) i
ii

ˆx xρ ρ=∑ ，并按照该分布随机给各个变量节

点和校验节点分配度数，记为
0 1 1

{ , ,
ns s s sD d d d
−

}= L 和
0 1 1

{ , , }
mc c c cD d d d
−

= L ，其中
jsd

（ ）表示变量节点
icd js （校验节点 ）的度数，通常集合ic sD 和 cD 按照升序排列，即有

0 1 n 1s s sd d d
−

≤ ≤ ≤L 和
0 1 mc c cd d d

1−
≤ ≤L ；同时，将边的集合根据变量节点集 表示为

，其中

sV
=

0 1s s sE E E EU ULU
n-1

}{ ,0 1
j j

k
s sE k d= ≤ ≤ −

jsE 表示所有与变量节点 js 相连的

边构成的集合，
j

k
sE 为与变量节点 js 相连的第 k 条边。定义

j

l
sN 为当前 Tanner 中所有与

变量节点 js 之间的最短路径长度（所经过的边的个数）不超过 2 的校验节点构成的

集合（如图 4.1 所示），并用

1l +

\
j j

l l
s s= cN V N 表示校验节点集中除去

j

l
sN 后剩下的集合，

则整个 PEG 算法可以描述如下：  
 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

js

第 1 层

for (j=0; j<n; j++) 
{ 
 for(k=0; k<

jsd ; k++) 

 { 
if(k==0) 
{ 
添加边 0 ( , )

js i jE c s→ ，其中 为当前 Tanner 图

中度数最小的校验节点 
ic

}else 
{ 
添加 ( , )

j

k
s i jE c s→ ，若对 l N∀ ∈ ，恒有

j

l
s ≠ ΦN ，则 max

j

l
i sc ∈N ；若 l N∃ ∈ ，使得

j

l
s ≠ ΦN 而 1

j

l
s
+ = ΦN ， 为集合ic 1

j

l
s
−N 中度

数最少的校验节点。 
} 

} 
} 

M M

L LL

LL

第 l 层
的结构示意图

j

l
sN图 4.1 节点集

L LL

LL

LL

L

第 0 层
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  文[60]对采用 PEG 算法构造的 LDPC 码的性能进行了分析，给出了所构造码的围长

上下限和最小距离下限，仿真结果表明，PEG 算法具有较好的实用性，采用该算法可以

构造出围长为 8、码长为 1008 的 (3 正则 LDPC 码。 ,6)
 
 

4. 2 一种具有较大围长的正则 LDPC 码构造方法 
 

考虑下面长为 16 的（2，4）正则 LDPC 码对应的 Tanner 图。 

 

1 3 5 2 4 6 

7 15101 11 8

0
0 7 

 

 

 

 

 

 

 
2 12 9 3 4 14 13 5 6 

 
图 4.2 (16,2,4)LDPC 码的 Tanner 图表示

 

显然该 Tanner 图中所有环的最小长度为８，因此对应 LDPC 码的围长也为 8。按图

4.2 将其中的变量结点和校验结点依次编号，可以得到对应 LDPC 码的校验矩阵如下： 

1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0
0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
 

图 4.3 (16,2,4)LDPC 码的校验矩阵表示

上面矩阵很有规律，可以看作是由两个行重为２、维数为8 8× 的循环方阵拼接而

成。因此可以猜想，采用某些有规律的矩阵合并成校验矩阵，这样生成的 LDPC 码很

可能会具有较大的围长。或者说，将 LDPC 码的校验矩阵分裂为若干个子矩阵，然后

每个子矩阵再按照某种规律构造，就有可能避免小环的出现。 
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类似于 4.1.2 节所述方法，这里也采用矩阵分裂的思想。设要构造一个长为 n

（ n U U Nρ= ∈ ）的 ( , )λ ρ 正则 LDPC 码，我们将该码的校验矩阵分裂为 ( , )λ ρ 个

的子矩阵，即： U U×
0,0 0,1 0, 10

1,0 1,1 1, 11

1,0 1,1 1, 11

ρ

ρ

λ λ λ ρλ

−

−

− − −−

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜⎜ ⎟= = ⎜⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

H H HH
H H HH

H

H H HH

L

L

M M L MM

L −

⎟
⎟

)

    (4-4) 

其中每个子矩阵 , ,(i j i js=H I （0 i λ≤ < ，0 j ρ≤ < ）均为一个单位阵或者单位阵的循

环移位， ,i js 表示该单位阵的各行循环右移的位数。显然，这样构造的校验矩阵也不可

能为满秩，至多为 1pλ λ− − 。 

为便于描述，用 ,( i j )s=S 表示由各个子方阵的循环移位参数组成的矩阵，用

( , , , )I J i j 表示校验矩阵中的元素，其中 ( , )I J 为该元素所属的子矩阵的坐标， 为该

元素在它所属的子矩阵中的坐标。 

( , )i j

称Tanner图中每个变量结点参与的所有环的最小长度为该变量结点的环长，则显

然相应LDPC码的围长就等于各个变量结点的环长的最小值。将 个变量结点分为n ρ

组，每一组变量结点对应一列子矩阵，则考虑到各个子矩阵的循环特性，有如下定理

成立。 

定理4.1：属于同组的变量结点具有相同的环长。 

证明：设任意两个同组的变量结点 x 和 ，分别对应一列子矩阵的第y x 列和第 列，且

,其环长分别为C x 和C y ，并设变量结点

y

mod Uy x d− = ( ) ( ) x的最小环的路径为： 

1 1 1 1( , , , )I J i j  
1 2 1 2( , , , )I J i j

2 2 2 2( , , , )I J i j 2 3 2 3( , , , )I J i j

O
( ) / 2 ( ) / 2 ( ) / 2 ( ) / 2( , , , )C x C x C x C xI J i j( ) / 2 1 ( ) / 2 1( , , , )C x C xI J i j

图 4.4 变量节点 x的环路示意图 

 

 

 

 

 

 

 

根据各个子矩阵的循环特性，可以找到另一个环的路径为： 

 

 

 

 

 

 

1 1 1 mod 1 mod( , , ( ) , ( ) )U UI J i d j d+ + 1 2 1 mod 2 mod( , , ( ) , ( ) )U UI J i d j d+ +

O
( ) / 2 ( ) / 2 ( ) / 2 mod ( ) / 2 mod( , , ( ) , ( )C x C x C x U C x UI J i d j d )+ +( ) / 2 1 ( ) / 2 mod 1 mod( , , ( ) , ( ) )C x C x U UI J i d j d+ +

图 4.5 变量节点 的环路示意图y

显然该环路长度为C x 且经过变量结点 ，故有 ( ) y
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    (4-5) 

同理可得 

综合上面两式，有 

即对任意两个同组的变量结点

由定理4.1可知，按照上述

环长至多有 ρ 种情况，因此

点，然后只对这 ρ个变量接点

首先来考虑4环的情况。

有4个“1”处于某个矩形的四

 
1 1

1 2 2 2

1 1 mod

2 1 mod

( , , ,( )

( , ,( ) ,(

I J U

I J I J U

I J i i s

I J i s s i

+

+ − +
b

 

 

 

 

 

显然，应有 

i
化简后即得： 

s
至此，可以得到如下定理。 

定理4.2：按照(4-4)式所示的

环的充要条件为下式成立： 

1 1 2 2 1 2 2 1
0I J I J I J I Js s s s+ − − ≠

该定理的正确性从前面的描述

由定理4.2很容易可以得到下

推论4.1：按照(4-4)式所示的

的环的充要条件为下式成立：

( 1)mod

1

mod
0

( ) 0
k k k k l

l

I J I J U
k

s s
+

−

=

− ≠∑
在编码设计时，可以首先

推论列出相应的不等约束，进

  考虑到对校验矩阵只进

构，可以通过交换校验矩阵

验矩阵的各列来将某一行子
( ) ( )C x C y≥   
( ) ( )C x C y≤       (4-6) 

( ) ( )C x C y=       (4-7) 

，它们的环长均相同，证毕。# 

方法构造的校验矩阵所对应的LDPC码，所有变量结点的

对这样构造的矩阵只需要分别从各组中抽取一个变量结

进行检测，即可确定整个码的围长。 

如果一个LDPC码含有4环，则它所对应的校验矩阵中必然

个顶点，该环路路径可表示为： 

图 4.5 4 环的环路示意图

1 2

1 2 2 2 2 1 1 2 2 2 1 2

1 2 mod

mod 2 2 mod mod

) ( , , ,( ) )

) ) ( , ,( ) ,( ) )

I J U

I J I J I J U I J I J U I J U

I J i i s

s s s I J i s s i s

↔ +

− + ↔ + − +
b  

1 1 1 2 2 2 2 1
modI J I J I J I Js i s s s U+ = + − +    (4-8) 

1 1 2 2 1 2 2 1
0 modI J I J I J I Js s s+ − − = U    (4-9) 

矩阵分裂方法构造的矩阵所对应的LDPC码不含有长为4的

1 2 1 2mod ( {0,1, 1}, {0, , 1})U I I J Jλ ρ≠ ∈ − ≠ ∈ −L  (4-10) 

中即可得知，这里不再赘述。 

面推论。 

矩阵分裂方法构造的矩阵所对应的LDPC码不含有长为

 

2l

mod mod( 1) ( 1)( {0,1, 1}, {0, ,
l lk k k kI I J Jλ ρ+ +≠ ∈ − ≠ ∈ L 1})−  (4-11) 

确定所构造LDPC码的设计围长，然后根据上面的定理和

而寻找满足这些不等约束的参数即可。 

行行交换和列交换并不会改变它所对应的因子图的拓扑结

的各行来将某一列子矩阵变为单位阵，也可以通过交换校

矩阵变为单位阵。从这个角度讲，可以直接将某一行和某
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一列（这里选择第０行和第０列）子矩阵的循环移位参数设定为０，而对剩余的

( 1)( 1)λ ρ− − 个子矩阵的循环移位参数的选取进行求解，这样并不影响结果的正确性，

而且能使所要确定的变量从λ ρ× 个减为 ( 1)( 1)λ ρ− − 个。 

在进行参数选择时，可以根据上面的分析和设计的围长列出各参数所应满足的约束

方程，然后再寻找满足这些约束方程的参数取值。然而，由于这些约束方程均为不等

约束，因而无法采用一般的方程组求解法；而如果采用穷举的方法去遍历各个参数的

所有可能组合，继而从中找出满足约束的一组，搜索的范围将有 ，这样即使

的取值较小（如 ），总的搜索范围也将很大（对 (3 正则码为 ），因而无法

实现。 

( 1)( 1)U λ ρ− −

U 210 ,6) 2010

为了实现参数的快速选取，可以采用如下的逐参试探算法： 

(1)、令 ,0 0 ( 0,1, 1)is i λ= = −L 及 0, 0 ( 1, 1)js j ρ= = −L ； 

(2)、随机在{0 中选取 的取值，然后判断 是否满足给定的不等约束（不

包括含有未定参数的约束方程），若满足则确定 的取值，否则重新执行(2)； 

, , 1}U −L 1,1s 11s

1,1s

(3)、按照(2)的方法依次确定剩余子矩阵的循环移位参数。 

  按照上面算法，每个参数至多需要U 次试探，这样总共的试探次数至多为

( 1)( 1)Uλ ρ− − ，远远小于整个搜索空间 ( 1)( 1)U λ ρ− − 。采用计算机编程试探可以很快实

现。 

显然，这样确定参数的方法并没有遍历各个参数的所有可能组合，因而不能保证在

任何存在满足约束的参数组合的情况下必然找到该参数组合。下面对该算法的实用性

和可行性进行分析，不失一般性，这里以 (3 正则码为例。 ,6)

由于该算法采用逐个确定参数的方法，显然最后确定的参数受到的约束是最多的，

定义 为考虑消除Tanner图中长度为 的环时最后一个参数受到的约束方程个数，

则有： 

( )N l 2l

1 1
5 2(2) 10N C C= × =      (4-12) 
1 1 1
5 2 4(3) 40N C C C= × × =      (4-13) 
1 1 1 1 1
5 2 5 2 4(4) 400N C C C C C= × × × × =    (4-14) 

由于各个约束方程均为不等约束，每个不等约束只能限制参数不能取某个（在取

模的情况下可能会有两个）特定的值，因此所有不等约束限制参数所不能取的值的个

数至多为约束方程数目的两倍。考虑到我们所要构造的LDPC码的码长，U 的取值一般

在100左右，因此消除六环一般都是可行的。 

取 ，按照上面方法构造长度为1008的 正则LDPC码，通过计算机搜

索，得到个子方阵的循环参数为： 

168U = (3,6)

0 0 0 0 0 0
0 69 12 29 19 80
0 95 54 6 58 59

⎛ ⎞
⎜= ⎜
⎜ ⎟
⎝ ⎠

S ⎟
⎟     (4-15) 
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通过检测发现，该LDPC码的围长为10，为了保证所构造码的码率严格等于1/2，可以

从生成的校验矩阵中删去2个“1”。该码在AWGN信道下的纠错性能如下图所示，图

中的另外两条曲线分别为相同长度、随机构造、不消除4环和消除4环的 正则

LDPC码的性能曲线，其中girth表示围长，ave表示所有变量节点的平均环长。 

(3,6)

1.0E-06

1.0E-05

1.0E-04

1.0E-03

1.0E-02

1.0E-01

1.0E+00

0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2 2.25 2.5 2.75 3
SNR

B
E

R

girth=10,ave=10

girth=4,ave=6.78

girth=6,ave=7.12

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
图 4.6 长为 1008 的(3,6)正则 LDPC 码的性能图  

对于长度为1008的 正则LDPC码，(3,6) 168U = 不是素数，不能采用4.1.2节所述的

方法构造；文[60]采用PEG算法所构造的长度为1008的 正则LDPC码的围长为8，

平均环长为9.66，稍劣于上面构造的LDPC码，因此该方法用于正则LDPC码的构造时

要优于其它的构造方法。 

(3,6)

通过分析发现，采用该方法构造的正则LDPC码也和4.1.2节所述方法一样，其围长

存在一个上限，下面进行详细介绍。考虑一个维数为 2 3U U× 的矩阵，将其分裂为6个

维数为U 的子方阵，每个方阵均为单位阵或单位阵的行循环移位，则可以得到一

个行重为3、列重为2的矩阵。不失一般性，令第一行和第一列子方阵均为单位阵，其

余两个子方阵的行右循环移位参数分别为

U×

1,1s 和 1,2s ，则不论 1,1s 、 1,2s 如何取值，该矩阵

始终存在下图所示的12环。 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

12
11

10
9

87

6 5

4
3

2
1

图 4.7 12 环在矩阵上的环路示意图 
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将上图环上各个的非零元素依次编号，并令编号为 1 的元素坐标为 (0,0, , )x x ，则环上

各节点的坐标如表 4.2 所示。 

表 4.2 12 环上非零元素的坐标 
编号 坐标 编号 坐标 

1 (0,0, , )x x  7 1,1 1,2 1,1 1,2(1,0, , )x s s x s s− + − +  

2 (0,1, , )x x  8 1,1 1,2 1,2(1,1, , )x s s x s− + +  

3 1,1(1,1, , )x s x−  9 1,1 1,2 1,2(0,1, , )x s s x s− + +  

4 1,1 1,1 1,2(1,2, , )x s x s s− − +  10 1,2 1,2(0, 2, , )x s x s+ +  

5 1,1 1,2 1,1 1,2(0, 2, , )x s s x s s− + − + 11 1,2(1, 2, , )x x s+  

6 1,1 1,2 1,1 1,2(0,0, , )x s s x s s− + − + 12 (1,0, , )x x  

因此，若采用上面所述方法构造 ( , )λ ρ 正则 LDPC 码，只要满足 2λ ≥ ， 2ρ ≥ 且

5λ ρ+ ≥ ，相应的校验矩阵中也就必然包含图 4.7 所示的子矩阵或其转置矩阵，于是所

得到的 LDPC 码的围长也就必然不可能超过 12。 

 

 

4. 3 PEG 算法研究 
 
4.1.3 节介绍的 PEG 构造算法中，所有变量节点是根据其度数按照升序依次连边

的，但文献中没有给出变量节点必须根据度数按照升序依次进行连边的依据。本文对该

问题进行了研究，取码长 ，度分布函数如(4-15)和(4-16)式所示： 1008n =

4 3 2( ) 0.21 0.25 0.25 0.29x x x x xλ = + + +     (4-16) 

5( )x xρ =         (4-17) 

在运用 PEG 算法进行该码的构造过程中，分别按照各变量节点度数的升序和降序

来确定其连边次序，得到 LDPC 码的平均环长分别为 8.13 和 9.59，这说明变量节点根据

其度数按照降序依次连边能够获得更大的平均环长。 

对给定码长 和度分布函数n ( )xλ 和 ( )xρ ，应用该算法可构造出具有较大围长的

LDPC 码，但所构造的码仅能满足变量节点的度分布。虽然目前已发现优于现有非正则

度分布的右边正则度分布，这并不能说明最优的度分布函数一定是右边正则的，而且在

实际中可能需要校验节点也满足一定度分布。这里拟将已有算法加以修正，使所构造码

能严格满足给定度分布。令向量 0 1 max( , , )κ κ κ=Κ L 表示校验节点的度分布，其中 iκ 表

示度数不小于 （包括 i）的校验节点个数， 为校验节点最大度数，并设与 相同

维数的向量 ，将其初始化为

i max Κ

0 1 max( , ,L )t t t=Τ ( ,0, ,0)m=Τ L ，则改进后的 PEG 算法流

程如下： 
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 for (j=0; j<n; j++) 
{   for(k=0; k<

jsd ; k++) 

 {    if(k==0) 
{  

 添加边 0 ( , )
js i jE c s→ ，其中c 为当前 Tanner 图中任意一个校验节点，且满足

， 为该校验节点的度数； 

i

1 1d dt κ+ +< d

+    t 增加 1； 1d
}else 
{ 

 添加 ( , )
j

k
s i jE c s→ ，若对 l N∀ ∈ ，恒有

j

l
s ≠ ΦN ，则 max

j

l
i sc ∈N ，然后令

；若0d = l N∃ ∈ ，使得
j

l
s ≠ ΦN 而 1

j

l
s
+ = ΦN ， 为集合ic 1

j

l
s
−N 中的校验节

点且满足 1 1

 

 

 

 
 
 
 
 
 

d dt κ+ +< d， 为该校验节点的度数；若 1
j

l
s
−N 中不存在这样的校验节

点，则将 自减 1，继续寻找满足条件的校验节点，直至找到为止； l
1dt + 增加 1； 

} 
} 

} 

 
 
 
 
 
 
 

4.4 本章小结 
 

本章介绍了几种现有的构造具有较大围长的 LDPC 码方法，并提出了一种新的具有

较大围长的正则 LDPC 码构造方法。仿真表明用该方法构造的码在 AWGN 信道下要优

于随机构造的码，在有些参数取值情况下得到的码甚至还可能大于采用 PEG 算法构造码

的平均环长；同时本章还对 PEG 算法进行了研究，优化了变量节点的连边次序，并给出

了一种改进的算法，使改进后的 PEG 算法能够构造具有较大围长、同时完全满足给定度

序列分布的 LDPC 码。 
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第五章 LDPC 码的快速编码研究 

 

本章首先简要给出了 LDPC 码快速编码的原理及其实现，接着介绍了两种能够达到

线性编码的码类，指出了它们与可快速编码的 LDPC 码之间的关系，然后根据快速编码

的原理提出了两类能够达到线性编码的 LDPC 码构造方法并对其在 AWGN 信道下的纠

错性能进行了仿真，最后给出了对 LDPC 码线性编码的几点设想并对本章进行了总结。 

 

5.1 LDPC 码的快速编码 
 

第二章已经介绍了 LDPC 码的译码，在 Tanner 图上描述时，LDPC 码的译码实质上

就是在变量节点和校验节点之间传递信息，所传递信息的量与整个 Tanner 图中边的总数

呈正比，而由于 LDPC 码的 Tanner 图是和其低密度的校验矩阵一一对应的，很容易可以

看出 LDPC 码的译码具有线性的复杂度，因此相对来讲，LDPC 码的编码反而成为其实

用化过程中的瓶颈。 

由于 LDPC 码属于线性分组码，它的编码过程通常采用线性分组码的通用编码方

法。设 LDPC 码的校验矩阵为 ( )n k n− ×H ，对应的生成矩阵为 k n×G ，则对任意的输入信息

序列 ，相应的码字序列 应为： 1 k×m 1 n×x

0 1 1( , , )n−= ⋅ = ⋅x m G m g g gL      (5-1) 

因此整个编码的复杂度取决于(5-1)式的运算复杂度，对于二元的情况，其中主要的操作

包括与运算和异或运算（模二加），设生成矩阵 的平均列重为m，则整个编码过程中

大约需要 次与运算， ( 次异或运算。尽管 LDPC 码的校验矩阵是非常稀疏

的，但它的生成矩阵却并不稀疏，通常 与 的比值是[0 之间不可忽略的数，这使得

其编码复杂度往往与其码长的平方呈正比。因此，相对于 LDPC 码的译码来说，它的编

码反而具有较高的复杂度，这一点与 Turbo 码不同(其编译码复杂度均为线性)。 

G
mn 1)m − n

m n ,1]

文[76][77]对 LDPC 码的快速编码问题进行了研究，指出虽然 LDPC 码的编码复杂度

与其码长的平方呈正比，但采用适当的编码算法，相应的系数可以取得很小。文[77]给

出实现 LDPC 码的快速编码的方法，即通过行列的置换将码的校验矩阵变换成下三角或

近似下三角形式，如下图所示。 

n-k
0

1 1
1

1 1
1

k n-k

图 5.1 LDPC 码校验矩阵的下三角形式
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 0

图 5.2 LDPC 码校验矩阵的近似下三角形式

n-k 

g

n-k-g

n-k-ggk 

 

 

 

 

 

 

若 LDPC 码的校验矩阵具有如图 5.1 所示的下三角形式，在图中所示的斜线上为全

“1”，而其余的“1”均在斜线的左边，则可以采用迭代的方式进行编码。设码字向量为

nF∈x ，将其分为两部分，即信息位向量 kF∈s 和校验位向量 n kF −∈p ，亦即

，则该码的编码过程可具体描述为： ( , )=x s p
1)、直接将信息比特的值赋给信息位向量 s； 

2)、采用后向迭代确定所有校验位的值，即对所有的 [0, 1]l n k∈ − − ，从小到大依

次计算下式， 
1 1

, ,0 0

k l
l i j j i j ki i

p h s h− −

+= =
= ⋅ +∑ ∑ jp⋅

) )

    (5-2) 

其中 表示校验矩阵第 行、第 列上的元素。 ,i jh i j

实际上，该编码过程就是在从上到下依次利用校验矩阵的各行校验约束关系。对于

每一个校验约束关系，其中涉及的变量除斜线上的“1”所对应的校验位外，其余的变量

要么是信息位，要么就是前面已经求出的校验位，也就是说，该校验约束关系中只有

一个未知变量，因此可以很容易求得相应校验位的值。 

设校验矩阵经过变换成为下三角形式后的平均行重为 ，则整个编码约需要

次与运算， 次异或运算，当 相对于 可以看作很小的常数

时，该编码方法就具有线性的复杂度。 

m
(m n k− ( 1)(m n k− − m n

若 LDPC 码的校验矩阵具有如图 5.2 所示的近似下三角形式，在图中所示的斜线上

仍为全“1”，其余的“1”均在斜线的左边和下边，则该码的校验位向量可分为两部分，即

( , ) n kF −= ∈a bp p p ，其中 gF∈ap ， n k gF − −∈bp ，对于p 部分，需要采用其它方式进行

求解，复杂度一般为O n ，而对于p 部分，仍然可以采用上面介绍的迭代方式进行编

码，当校验矩阵足够稀疏时，可以看作只有线性的复杂度。 

a

2( ) b

使校验矩阵具有图 5.1 所示的下三角形式或图 5.2 所示的近似下三角形式只能使编

码可以直接在校验矩阵上完成，而真正保证编码具有线性复杂度的是经过整形变换之后

的校验矩阵的密度。一般事先给定的码校验矩阵是具有低密度的，所以人们希望在将校

验矩阵变换成下三角形式或近似下三角形式的过程中仍能保持该矩阵的低密度，而显然

采用高斯消元法对矩阵进行行变换是做不到这一点的，因此通常校验矩阵的下三角化或

近似下三角化都是只通过行列的置换实现的。文[77]指出只通过行列的置换将一个矩阵
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变换成下三角形式是一件非常困难的事，有时甚至是不可实现的；同时，文中还给出了

几种能够将已知校验矩阵通过行列置换变为近似下三角形式的贪婪算法，对 LDPC 码的

快速编码实现有一定的实际意义。 

 

 

5.2 两类可快速编码的码类 
 

5.2.1 Tornado 码及其编码 

文[28]提出的 Tornado 码也是基于稀疏矩阵的码，而且它和普通的 LDPC 码具有非

常相似的图结构。两者的不同之处在于 Tornado 码对应的二部图中的校验结点不再表

示校验约束关系，而表示码字中的校验比特位，原先的变量结点也不再表示码字中的

所有比特位，而仅表示信息比特位，图 5.3 给出了一个 Tornado 码的二部图表示。可以

看出，图 5.3 所示的 Tornado 码和图 5.4 所示的(8,2,4)LDPC 码的图结构非常相似，但它

的码长已变成了 12，其中 x1、x2、…、x8 为信息位，y1、y2、…、y4 为校验位，校

验位的值由所有与它相连的信息位的值模二相加得到。由于矩阵 H 的稀疏性，Tornado

码为计算校验位的值所需要的操作数与信息位的个数呈正比，因而可以达到编码的线

性复杂度。 

y4=x2+x4+x5+x8

y3=x2+x3+x6+x7

y2=x1+x4+x6+x8

y1=x1+x3+x5+x7

x8 
x7 
x6 
x5 

x3 
x4 

x2 
x1 

图 5.3 Tornado 码二部图表示

 

 

 

 

 

 

 

 
1 0 1 0 1 0 1 0
1 0 0 1 0 1 0 1
0 1 1 0 0 1 1 0
0 1 0 1 1 0 0 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

图 5.4 （8,2,4）LDPC 码的校验矩阵表示及二部图表示 

 

 

 

 

 

 

设图 5.4 所示的(8,2,4)LDPC 码的校验矩阵为 H ，很容易可以发现，图 5.3 所示

Tornado 码的校验矩阵实际上可以写成 [ ]|TH H I= ，显然，它也是个稀疏矩阵，且具有

下三角形式，同时在矩阵中斜线的正下方没有“1”。 
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5.2.2 重复累积码及其编码 

 

S4=s3+y4

s3=s2+y3

s2=s1+y2

s1=y1

x8
x7
x6
x5

x3
x4

x2

图 5.5 重复累积码的二部图表示

x1

 

 

 

 

 

 

文[78][79]提出的重复累积码也具有线性的编码复杂度，其编码过程如下(见图

5.5)：首先根据二部图的结构由各个信息位 ix 计算校验结点 的值，然后把得到的校验

结点的值作为中间变量，并依次计算真正的校验位

iy

is 的值，校验位的计算方法如图 5 所

示，某一个校验位 is 的值等于前一个校验位 1is − 的值与当前中间变量 的值的模二和。

通过适当变换可知，重复累积码的校验矩阵

iy

RH 可以表示为： 

 1 1
1

1 1
11 1

RH =

1

H
1

1

图 5.6 重复累积码的校验矩阵示意图

 

 

 

 

 

显然， RH 也是一个具有下三角所示形式的稀疏矩阵，因此重复累积码也能够达到线

性的编码复杂度。 

 

 

5.3 可线性编码的 LDPC 码构造 
 

根据前面的分析可知，如果一个 LDPC 码的校验矩阵是一个稀疏的下三角矩阵，

该码就有可能实现线性编码。但对任意给定的 LDPC 码，将其校验矩阵变换成为下三

角形式并保持矩阵的稀疏性是一件非常困难的事情，下面根据可线性编码的 LDPC 码

的特性，直接构造两类 LDPC 码，使其能够达到线性编码 

 
5.3.1 直接构造法 

通常的 LDPC 码都是随机构造的，因此也可以直接随机构造校验矩阵具有图 5.1 所

示形式的 LDPC 码，构造时首先在图 5.1 中的斜线上全部填充“1”，然后再根据度序列

分布或其它要求在斜线左边填充剩余的“1”。需要注意的是图 5.1 所示的校验矩阵中必
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然存在重量为 1 的列(矩阵的最后一列)，亦即相应的二部图中必然存在度为 1 的变量结

点，这一点可能会与给定的度序列要求相矛盾，但考虑到图 5.1 所示的校验矩阵只有最

后一列的列重必须为 1，可以忽略不计，这样构造既基本满足给定度序列分布，又能够

实现线性编码的 LDPC 码还是可行的。 

我们采用直接构造法生成了一个长度为 1008 的 LDPC 码，该码的校验矩阵的行重

基本上均为 6，列重基本上均为 3，因而可以近似看作是一个(3, 6)的正则 LDPC 码。我

们对其在高斯信道下对其性能进行了仿真，并将它与一个随机生成、同样长度的(3, 6)

正则 LDPC 码进行比较，结果如图 5.7 所示。 

1.0E-06

1.0E-05

1.0E-04

1.0E-03

1.0E-02

1.0E-01

1.0E+00

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

B
E

R

random

direct class

图 5.7 直接构造法生成的 LDPC 码的性能

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

从图 5.7 可以看出，两个 LDPC 码在高斯信道下的纠错性能非常接近，这表明具有

下三角形式校验矩阵的 LDPC 码作为整个 LDPC 码集合中的一个子集，其中任意一个

码的纠错性能都以很大概率不差于整个 LDPC 码集合的平均纠错性能，而能够实现线

性编码则使其在实际应用中更加具有优势。因此，在实际应用中使用既具有线性的编

译码复杂度，又具有较强的纠错能力的 LDPC 码是可能的。经检测，图 5.7 中的两个

LDPC 码的围长均为 4，这也是直接构造法生成的 LDPC 码在纠错性能上不能超过相同

参数、随机生成的 LDPC 码的主要原因。 

 
5.3.2 删除构造法 

LDPC 码的和积译码算法(SPA)是基于译码过程中所传递的消息间的独立性假设推

导出来的，而在实际应用中该假设往往是不能成立的，LDPC 码对应的图结构中围长的

大小和环长分布对该码的纠错性能有着重要的影响，为此，人们基于代数构造和启发

式搜索提出了许多具有较大围长和较好环长分布的 LDPC 码的设计方法，以减弱消息

的非独立性对译码性能的影响。因此如果采用直接构造法生成能够线性编码的 LDPC
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码，这些现有的消除小环的码设计方法往往不能借用，即直接构造法无法用已有方法

来生成既能实现线性编码，又能消除小环的 LDPC 码。 

为此，可以先利用现有的其它方法生成具有较大围长的 LDPC 码，然后在对其校

验矩阵进行行列置换的同时，删去适当位置上的“1”，从而将该校验矩阵变换成为图 3

所示的形式。由于行列的置换不会影响相应的二部图的拓扑结构，而删“1”操作也只能

使图中已有的环的环长增大，所以用删除构造法得到的 LDPC 码一定可以具有不小于

原 LDPC 码的围长，从而得到既能实现线性编码，又具有较大围长的 LDPC 码。在变

换过程中，为尽量保持 LDPC 码原有的度序列分布，应使删去的“1”尽可能的少，而这

一点的最优化实现是非常困难的，下面给出一种近优的实现算法——删除算法。 

删除算法的具体实现步骤如下： 

1)、按照其它某种方法先生成满足给定度序列分布和环长要求的 LDPC 码的校验

矩阵； 

2)、设置变量 row 和 col 表示矩阵中某一个“1”所在的行号和列号，均赋初值为 0，

并设置变量 weight_row 和 weight_col 表示第 row 行和第 col 列的重量，分别赋初值为 0

和 MAX(一个足够大的正整数)； 

3)、遍历矩阵所有的列，如果当前列的列重小于 weight_col，则执行 4)，若当前列

的列重等于 weight_col，则执行 5)，否则什么都不执行； 

4)、将 col 更新为当前列的列号，将 weight_col 更新为第 col 列的列重，然后在该

列中所有“1”所在的行中寻找重量最大的行，记为 row，并将 weight_row 更新为第 row

行的行重，返回 3)继续遍历下一列； 

5)、观察当前列中所有的“1”所在行的行重，如果某一个“1”所在行的行重大于

weight_row，则将 row 和 col 更新为该“1”所在的行号和列号，并将 weight_row 更新为

该“1”所在行的行重，返回 3)继续遍历下一列； 

6)、如果所有的列均遍历完毕，则通过行列置换将第 row 行移到矩阵的最后一

行，将第 col 列置换到矩阵的最后一列，并将最后一列中除最后一行上的“1”以外的“1” 

全部删去； 

7)、将去掉最后一行和最后一列的矩阵作为新的矩阵，重新执行 2)至 6)步直至新

的矩阵为空，需要注意的是统计行重和列重时仅计算当前的新的矩阵的行重和列重，

进行行列置换时则应对原先的整个校验矩阵进行行列置换。 

可以发现，该算法在每一次从某一列中删去多余的“1”时都选取重量最小的列，使

每次被删去的“1”最少；同时该列中保留的“1”所在行的行重又尽可能的大，使下一步新

的矩阵中的“1”的数量尽可能的少，从而使以后各步中“1”被删除的概率尽可能的小，通

过这种“步步最优”的策略使最终整个校验矩阵被删除的“1”的个数尽可能少。 

对第四章中得到的围长为 10、长度为 1008 的(3, 6)正则 LDPC 码，这里用删除算

法对其校验矩阵进行一定的变换，最终得到具有下三角形式的矩阵，即新的 LDPC 码
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的校验矩阵。经过统计，在删除算法的实现过程中删去的“1”共有 40 个，与矩阵中原

有的“1”的总数 3024 相比，仅为 1.3%，因此可以保证新得到的 LDPC 码与原码具有近

似的度序列分布。新的 LDPC 码在 AWGN 信道下的纠错性能如图 5.8 所示。 
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图 5.8  删除构造法生成的 LDPC 码的性能 

从图中可以看出，应用删除构造法得到的新码不但具有线性的编码复杂度，而且在

性能上与原码非常接近，均优于含有长度较小的环的 LDPC 码。这说明既具有线性的编

译码复杂度，同时具有强大的纠错能力的 LDPC 码是存在的。 

 

 

5.4 关于线性编码的几点设想 
 

回忆第二章介绍的 LDPC 码在删除信道下的译码算法，整个译码过程上就是一个在

码所对应的 Tanner 图上去边的过程。通过分析可以发现，其本质就是利用校验矩阵所

限定的比特间约束关系，根据正确接收的比特值来求解被删除比特值的过程，而上面

提到的 LDPC 码快速编码方法也是利用校验矩阵所限定的比特间约束关系，根据信息

位比特的值来求解校验位比特的值，两者非常相似。由此可以猜想，对于删除信道下

的某一个 LDPC 码，若某一次传输过程中，被删除的比特位恰好全部是校验位，则相

应的译码过程就相当于一个编码过程，也就是说，在对系统形式的 LDPC 码进行编码

时，把所有的校验位看作删除的比特位，就可以采用删除信道下的译码操作来实现编

码，或者说 LDPC 码的快速编码实际上基于其线性复杂度的译码算法实现的。问题的

关键在于对这样特殊的错误图样，整个过程能否成功进行直至所有校验位都被求出。 

在删除信道下 LDPC 码的译码过程中，每一步操作都需要在剩余二部图上寻找一个

度数为 1 的校验结点，当剩余二部图上不存在度数为 1 的校验结点时，译码就宣告失
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败，经过分析发现，LDPC 码的截止集（Stopping Set）是影响其在删除信道下性能的

一个主要因素。所谓截止集就是这样一些变量节点组成的集合，在它们和所有与其相

连的校验节点构成的二部图子图中，不存在度唯一的校验节点。集合中变量节点的个

数成为该截止集的阶数（Size）。下图给出了几个截止集的例子。 

 

(a) (b)
图 5.9 截止集示意图 

 

 

 

 

 

因此，为了保证采用 LDPC 码在删除信道下的译码算法能够成功实现线性编码，必

须保证由所有校验位对应的变量节点集中不存在截止集，而将校验矩阵限制为下三角形

式就恰好可以确保这一点。 

综上，实现 LDPC 码线性编码的一个途径就是利用其在删除信道下的译码算法，而

删除信道下 LDPC 码的译码算法不能保证对任意 LDPC 码都能成功实现，因此需要将码

的形式加以限制（限制其校验矩阵满足下三角形式）。进一步可以猜想，除了在删除信

道下，LDPC 码在 BSC 信道和 AWGN 信道下也有相应的译码算法，并且它们也都具有

线性的复杂度，因此也可以采用这些译码算法来实现 LDPC 码的线性编码。考虑到

AWGN 信道下的和积译码算法需要软输出，涉及到实数运算，因此较为复杂，不适于

LDPC 码的编码应用；而 BSC 信道下的译码算法属于硬判决译码，实现较为简单，因此

尽管 LDPC 码在 BSC 信道下的译码算法也不能保证译码的必然成功，考虑如何将 LDPC

码的校验矩阵加以限制，使其采用 BSC 信道下的译码算法能够成功进行校验位的求解，

或许是实现 LDPC 码线性编码的另一个途径。 

 

 

5.5 本章小结 
 

本章介绍了 LDPC 码的快速编码及其实现，指出了 Tornado 码和重复累积码能够实

现线性编码的原因，然后提出了两类能够实现线性编码的 LDPC 码类设计方法，对其在

AWGN 信道下的纠错性能进行了仿真，最后给出了作者关于 LDPC 码线性编码的几点设

想。 
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结 束 语 

信道编码理论及技术作为现代通信系统必不可少的关键技术，近几十年在 Shannon

信道编码定理的指引下已经经历了飞速的发展并取得了大量的研究成果。目前，基于

图模型的低密度校验码，使人们以低复杂度的删除错误恢复算法实现了逼近删除信道

容量和可靠通信的理想，它的研究不仅具有重要的学术价值和理论指导意义，更具有

强烈的应用背景和非常显著的经济效益。 

作者结合国家自然科学基金(编号 69972035)、重庆市/信息产业部移动通信技术重

点实验室开放课题基金和“适合中国的 4G 及后 3G 中的关键技术研究”（与三星公司

合作项目）等相关课题的科研项目，对 LDPC 码和进行了前期研究，在此基础上主要

围绕 LDPC 码的编码设计对相关理论进行了深入的研究，提出了一些新的理论观点，

获得了一些研究成果。本文所做的贡献主要包括： 

1、系统地分析和总结了 LDPC 码基于图模型的编译码思想。推导了 LDPC 码在不

同信道下的译码算法，对影响 LDPC 码性能的两个关键性因素——度序列分布函数和

围长——进行了深入分析，指出了优化的方向； 

2、分析了 LDPC 码在删除信道下的理论性能，推导了正则度分布的阈值，从理论

上证明了基于 -正则度序列的低密度纠删码都不是渐近最优码 ，研究了非

正则 LDPC 码的度序列分布，基于对右边正则序列的详细分析提出了一种改进型右边

正则序列，并证明了此序列为渐近拟最优的，同时对基于正则序列、Heavy-

Tail/Poisson 序列、右边正则序列和改进型右边正则序列的级联型低密度纠删码进行了

模拟仿真及性能分析。 

)2,( dd )3( ≥d

3、通过对 LDPC 码的围长分析和对现有构造具有较大围长的 LDPC 码方法的研

究，提出了一种新的具有较大围长的正则 LDPC 码构造方法，并对用该方法构造的

LDPC 码在 AWGN 信道下的纠错性能进行了仿真，提出了一种 PEG 算法的修正算法，

使改进后的 PEG 算法能够构造出具有较大围长且严格满足给定度序列分布的 LDPC

码； 

4、通过对 LDPC 码快速编码的研究现状的深入分析，指出了 Tornado 码和重复累

积码能够达到线性编码的原因及其与可线性编码的 LDPC 码之间的关系，提出了两种

能够实现线性编码的 LDPC 码构造方法并对其在 AWGN 信道下的纠错性能进行了仿

真，提出了关于 LDPC 码线性编码实现的几点设想。 

图模型上 LDPC 码的研究内容和涉及学科范围相当广泛，还有许多理论和实际应

用问题没有得到解决。本文的研究只涉及了其中个别问题，着重于围绕 LDPC 码的编
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码设计及其相关的理论问题，这些研究成果还有待于做进一步的扩展研究，主要包

括：  
1. 从理论和实用的角度，如何利用图论和最优化理论的知识寻找获得最优度分布

序列方法，从而为构造良好性能的 LDPC 码奠定基础； 

2. 是否存在一种确定的二部图使得基于此二部图的级联型低密度纠删码的性能最

好；  

3. 如何构造具有更大围长、且简单实用的 LDPC 码仍然是一个值得研究的问题； 

4. 是否存在一种 LDPC 码的快速编码方法，对任意的 LDPC 码都适用； 

5. LDPC 码的和积译码算法只有在无环图上才能获得最优的译码性能，该算法是

否存在优化的余地，使其能够在有环图上也能获得最优或近似更优的译码性

能，如果存在，如何优化； 

6. 仿真表明，LDPC 码对码字中各个比特的保护能力并不相同，如何优化设计

LDPC 码的码结构，以增强对信息比特的保护； 

7. LDPC 码的分析理论大多都是考虑当码长趋于无穷时的渐进性能，如何构造长

度有限的 LDPC 码使其具有最优的纠错性能； 

8. LDPC 码的硬件实现优化，以推进其实用化的进程。 
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